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The Effects of Using Diagram-drawing Strategy on Solving Mathematical Word Problems 

	دکتر مجید حق وردی،
، دکتر زهرا گویا 

چکیده:  هدف این پژوهش، بررسی تأثیر استفاده از راهبرد رسم شکل (ترسیم) بر موفقیت دانش​آموزان در حل مسائل کلامی ریاضی در پایه دهم بود و از بین انواع ترسیم​های توصیه شده توسط محققان مختلف، ترسیم/ شکل​های سه​گانه «شبکه‌ای، سلسله‌مراتبی و ماتریسی» معرفی شده توسط نوویک و هرلی (2001) برای طراحی ابزار استفاده شد. شرکت‌کنندگان در این پژوهش، 40 دانش‌آموز پایه دهم از یکی از شهرهای استان مرکزی بودند. داده​ها از طریق دو آزمون شامل شش مسئله کلامیِ یکسان و در فاصله یک هفته، جمع​آوری شدند، با این تفاوت که در آزمون دوم، برای هر یک از شش مسئله، یکی از انواع شکل​های​سه​گانه، اضافه شد. نتایج به دست آمده نشان داد که به غیر از ترسیم​های ماتریسی، دو نوع دیگر ​تأثیری بر بهبود حل مسئله کلامی دانش​آموزان نداشتند. پس لازم است که برای حل مسئله کلامی، بر انتخاب شکل/ ترسیم متناسب که به درک صورت مسئله کمک کند، توجه و تمرکز شود.
 واژگان کلیدی:  رسم شکل، راهبرد حل مسئله، شکل‌های شبکه‌ای، سلسله‌مراتبی، ماتریسی. 
	M.Haghverdi(Ph.D), Z.Gooya(Ph.D)
Abstract: The purpose of this research was to investigate the effects of using diagram-drawing strategy on solving mathematical word problems among 10th graders in Iran. The sample for this study included 40 students. The data was collected through a test consisting of six problems. For this test, three types of diagrams, namely network, hierarchy and matrix, were applied. The test was administered twice; first time without diagrams and second time after one week, adding diagrams to the test. The effects of three types of diagrams on solving word problems, was investigated. The results showed that, the only one that made a significant effect on students’ improvement of solving problems, was matrix diagrams. The research suggested that the appropriateness of diagrams in relation to the structure of problem is crucial. This implies that only adding diagrams to word problems, do not guaranty the students’ improvement in word problem solving.
Keywords: Diagram Drawing, Problem Solving Strategy, Network, Hierarchy & Matrix Diagrams.



مقدمه 

حل موفقیت‌آمیز مسئله ریاضی، مستلزم درک روابط ریاضیِ موجود در مسئله، شناخت داده‌ها و درک مفاهیم و روابط ریاضی در آن است که استفاده از بازنمايي‌های ذهنی- بصری در آن، اهميت دارند (جوناسن
، 2003؛ گولدین و کاپوت
 1996). همچنین، هگارتی و کوزیووینکو
 (1999) نشان دادند که با توجه به این اهمیت، می​توان چگونگیِ استفاده مناسب از انواع بازنمایی‌هاي بصری را به عنوان یک راهبرد برای حل مسائل کلامی ریاضی، به دانش‌آموزان آموزش داد. این یافته​ها، همسو با نتایج دو تحقیق قبلی است که نشان دادند دانش‌آموزان، معانی بسیاری از مفاهیم ریاضی را از طریق تجربة‌ بازنمایی‌های بصری درک می‌کنند (لش
 و همکاران 1987 و سیرپینسکا
 1992). علاوه بر اینها، «شورای ملی معلمان ریاضی
» نیز با دوباره​نگری در «استانداردهای برنامه درسی ریاضی مدرسه​ای» (1989)، استاندارد «بازنمایی
» را به «اصول و استانداردهای ریاضیات مدرسه‌ای» (2000) افزودند و بر اهمیت استفاده از بازنمایی‌های بصری در یادگیری ریاضی و حل مسئله، تأکید نمودند. بدین سبب، مطالعات متعددی در مورد به​کارگیری رسم​ها
 به عنوان یکی از انواع بازنمایی​های بصری در حل مسائل ریاضی، انجام شد که نتایج برخی از آنها، وجود ارتباط معناداری بین توانایی درک فضایی و عملکرد ریاضی دانش‌آموزان را نشان داد (ویکیری
، 2002). نتایج این پژوهش​ها حاکی از این هستند که نمایش یک مسئله به کمک یک شکل یا نمودار، موجب تسهیل در جمع‌آوری و شکل‌دهی اطلاعاتِ مرتبط به مسئله و توجه به «ارتباط​​واتصال
»​ بین آنها می‌شود. این یافته​ها، کاربرد شکل‌ها/ رسم​ها را به عنوان یکی از مؤثرترین راهبردهای حل مسئله ریاضی، در کانون توجه قرار داد (همبری
 1992 ، یوساکا
 و همکاران، 2007). یک نمونه بارز از اهمیت دادن به این راهبرد، استفاده مکرر از آن در کلاس​های درس و در دوره​های مختلف تحصیلی توسط معلمان است، در صورتی که بسیاری از دشواری​های مطرح شده توسط معلمان در حل مسائل کلامی ریاضی دانش​آموزان، ریشه در فهمیدن نادرست صورت مسئله دارد (حق​وردی، 1393.) 
با یافته​های متنوع و گاهی متناقضی که در این زمینه به دست آمد، دایزمن و انگلیش
 (2001) در پژوهشی که برای ریشه​یابی این تناقض انجام دادند، به این نتیجه رسیدند که انتخاب «زمان مناسب» برای استفاده از راهبرد رسم شکل/ رسم، از اهمیت ویژه​ای برخوردار است و نیازمند انجام تحقیقات بیشتری در این حوزه است. همچنین در یافته​هایشان تأکید کردند که داشتنِ دانش مناسب در مورد انواع بازنمایی​ها، روش​های استدلالی و راهبردهای حل مسئله، به تنهایی برای استفادة مؤثر از رسم شکل​ها در حل مسئله، کافی نیست.  
پیشینة پژوهش
انگلیش (1996) در پژوهشی در ارتباط با حل مسائل کلامی، به این نتیجه رسید که بسیاری از مسائل ریاضی و به خصوص مسائل کلامی، با انجام محاسبات معمولی قابل حل نیستند و به استفاده از یک راهبرد خاص مانند «رسم شکل» نیاز دارند. آنگاه در ادامه این پژوهش، انگلیش با همکاری دایزمن (2001) دریافتند که توانایی انتخاب شکل/ تصویری که مناسب با موقعیت مسئله باشد و به کارگیری درست آن، می​تواند ابزاری قدرتمند در راستای ارتقای تفکر ریاضی و بهبود                                                                                                                                حل مسئله باشد. در همین راستا، پژوهشگران دیگری در تحقیقات خود، نشان دادند که بازنمایی‌های تصویری
، نقش مهمی در درک مفاهیم و فرایند حل مسئله در دوره ابتدایی و متوسطه دارند (گولدین 2002؛ ون​گاردن و مونتاگو 2003؛ مونز و همکاران، 2013؛ کِی و کلارک، 2018). اهمیت استفاده از این راهبرد در حل مسائل کلامی، انگیزه انجام پژوهش​های متنوعی در سه دهه 90 تا 2010 بوده و هست و یافته​های آن پژوهش​ها، گاهی توسط پژوهشگران دیگری به چالش کشیده شده است. برای نمونه، کلاین
 و همکاران (1998) قبلاً به این نتیجه رسیده بودند که در ریاضی پایه دوم دوره ابتدایی، استفاده از محور اعداد به عنوان یک مدل قوی برای نمایش اعداد، در یادگیری جمع و تفریق اعداد تا 100 توسط کودکان، نقش مهمی ایفا می‌کند. در صورتی که چند سال بعد، گاگاتیز و الیا
 (2004) نشان دادند که محور اعداد، از یک مدل هندسی شامل یک تبادل پیوسته بین بازنمایی هندسی و حسابی تشکیل شده است که بر اساس بعد هندسی، اعداد نمایش داده شده بر محور، متناظر با بردارها هستند. ولی از بعد حسابی، اعداد متناظر با نقطه‌​های روی محورند. در نتیجه، حضور هم​زمان این دو نوع مفهوم‌سازی، ممکن است تأثیرپذیری محور اعداد را محدود کند و عملکرد مورد انتظار دانش‌آموزان را در انجام تکلیف​های حسابی، به تأخیر اندازد. این یافته، هشداری جدی است که نمی​توان یا نباید یافته​های پژوهشی را بدون در نظر گرفتن سایر ابعاد آنها، تجویز نمود و شناخت انواع راهبردها و دسته​بندی​شان، کارآمدیِ استفاده به​جا و به​موقع آنها را بیشتر می​کند که در ادامه، به این وجه از بحث، پرداخته می​شود. 
الف) دسته​بندی شکل​ها/ رسم​ها

کارنی و لیون
 (2002)، انواع شکل​هایی را که می​توان از آنها به عنوان راهبرد حل مسئله استفاده کرد، معرفی کردند. از نظر این دو پژوهشگر، این شکل​ها شامل «تزیینی
»، «بازنمایی
»، «سازمانی
»، «تفسیری
» و «تبدیلی
» هستند. علاوه بر این، ویکیری (2002) هم در تحقیق خود، به معرفی چهار نوع تصویر ‌«گرافیکی»، «شکلی»، «نموداری» و «نقشه‌‌ای و جدولی» برای اعداد پرداخت و توضیح داد که این شکل‌ها، بازنمایی​های ساختاری هستند که می‌توانند در تشخیص ساختار اصلی یک مسئله، به ​حل​کننده مسئله کمک کنند. پس از آن، گاگاتیز و الیا (2004)، «تصویرهای​ اطلاعاتی
‌‌» را به انواع بالا اضافه کردند و بعد در پژوهشی، به بررسی نقش شکل​های تزیینی و اطلاعاتی در حل مسائل کلامی پرداختند. به باور آنها، شکل​های تزیینی، اطلاعات ضروری را درباره حل مسئله، به دانش‌آموزان ارائه نمی‌دهند، در صورتی که تصویر​های اطلاعاتی، این کار را می​کنند و استفاده هم​زمان از آنها، کمک مؤثری به حل مسئله توسط دانش​آموزان می​کند. در واقع، آنان انواع شکل​ها/ رسم​ها/ نمودارها را زیر چتر وسیع​تری به نام راهبردهای «رسم شکل» برای حل مسئله قرار دادند و با تحقیقشان نشان دادند که بازنمایی‌های تصویری، می​توانند به صورت «مستقل
» یا «کمکی
» نیز در فرایند حل مسئله، مورد استفاده واقع شوند، زیرا به بازنمایی اطلاعاتِ مربوط به مسئله کمک می​کنند و به این دلیل، نقشی اساسی در حل مسئله​های کلامی دارند. 
در مطالعه دیگری، دایزمن (2005) توانايي دانش‌آموزان را در پایه​های سوم و پنجم دوره ابتدایی در رابطه با چگونگی انتخاب نوع شکل متناسب با یک مسئله ریاضی، مورد بررسی قرار داد. این مطالعه نشان داد که دانش‌آموزان پایه سوم، قادر نبودند که شکل​های‌ مناسب را برای مسائل کلامی که قصد حل آنها را داشتند، انتخاب کنند. وی در نتيجه‌گيري خود، توصیه نمود که لازم است دانش‌آموزان، توانایی انتخاب شکل مناسب را برای انواع مسئله​های کلامی پیدا کنند و به اندازه کافی، قادر به توجیه انتخاب خود باشند. بدین سبب وی، رسم شکل را یک راهبرد «استراتژیک» معرفی نمود که «هدف‌گرا»ست و موجب پیشرفت و بهبود سازماندهی دانش می‌شود و یادگیری را ارتقا می​دهد. بدین معنا که دانش‌آموز با رسم یک شکل مناسب، می​تواند مفهومِ ارائه شده در صورت یک مسئله کلامی را درک نموده و اقدام به حل آن کند. 
ب) انتخاب شکلِ مناسب برای حل مسئله​های کلامی
با توجه به این یافته​ها در مورد اهمیت و ضرورت انتخاب راهبرد مناسب از بین انواع «رسم شکل»ها در حل مسئله ریاضی، دایزمن (2005) در پژوهش بعدی خود، گام دیگری به جلو برداشت و به بررسی این موضوع از دیدگاه شناختی پرداخت و توانست سه مزیت شناختی مهم را برای استفاده از شکل‌ در حل مسئله به شرح زیر، شناسایی کند. 
· نخستین مزیت شناختی این است که «شکل‌ها به درک ساختار مسئله کمک می‌کنند که این درک، گامی مهم به سوی یک راه حل موفقیت‌آمیز است». او توضیح می​دهد که «ساختار از عناصری تشکیل یافته که مسئله حل‌کن در یک موقعیت، آن را مشخص می‌کند، بین آن عناصر ارتباط برقرار می‌کند و نسبت به آن عناصر و روابط، شناخت پیدا می​کند». بنابراین انتخاب شکل مناسب با موقعیت مسئله و چگونگی به کارگیری آن، نمودی از توانایی درک و حل مسئله توسط دانش​آموز است. 
· دومین مزیت شناختیِ «شکل» به عنوان یک نظام «استنباطی
»، ظرفیت «تولید دانش» است. این ویژگی قبلاً توسط انگلیش (1996) به این صورت بیان شده بود که «شکل‌های خاص، می‌توانند ساختار مسائلِ برخوردار از شباهت ساختاری را، بازنمایی کنند»، بدین معنی که کاربرد شکل‌های خاص در موقعیت‌های مسئله، به توانایی دانش‌آموزان در مواجهه با ساختارهای مشابه و ساختارهای دشوار، بستگی دارد. پس از این، نوویک (1998)، دریافت که اغلب مسئله​حل‌کن‌های تازه‌کار، در تشخیص مسائلی که از نظر ساختاری مشابه​اند، ولی صورت​بندی ظاهری​شان با هم متفاوت است، مشکل دارند و به این نتیجه رسید که شکل‌ها این امکان را فراهم می‌کنند تا دانش‌آموزان، به جای توجه صِرف به ویژگی‌های ظاهری مسائل، بر ویژگی​های ساختاری آنها نیز متمرکز شوند. 
· سومین مزیت شناختی این است که شکل‌ها، مکمل و تقویت​کننده استدلال​های‌ کلامی و بصری/ فضایی​اند؛ استدلال​هایی که به گفته بوث و توماس (2000)، دربرگیرنده مهارت‌های ذهنی مربوط به فهم و درک، خلاقیت، سازماندهی مجدد و تفسیر روابط بصری هستند. 
همچنین، ون​متر و گارنر
 (2005) بر استفاده از انواع شکل​ها یا «ترسیم​ها» به عنوان یک راهبرد برای بهبود یادگیری و حل مسئله، تأکید نمودند و در تحقیق بعدی خود، ون متر و همکاران (2006)، «نظریه تولید ترسیم
» را معرفی کردند که بر اساس آن، یادگیرندگان با استفاده از اطلاعات موجود در مسئله، به ترسیم شکل​های مناسب برای حل مسئله می​پردازند. باور این پژوهشگران در تبیین این نظریه این بود که انتخاب به​جا و استفاده به​موقع از ترسیم​ها توسط دانش‌آموزان، نشان​دهنده فهم درست آنان از انواع راهبرد رسم شکل است و باعث ارتقای یادگیری​شان می​شود. 
از طرف دیگر، برندز و ون​لي‌شات
 (2009) در پاسخ به این پرسش که «چه نوع ترسیم‌هایی به درک عمیق​تر مسائل کلامی ریاضی کمک می​کنند»، به شناسایی انواع دیگری از شکل​ها/ ترسیم​ها پرداختند. آنان چهار نوع ترسیم را به صورت «شکل تنها
» بدون اطلاعاتی بر روی آن، «ترسیم بی‌فایده
»، «ترسیم مفید
» و «شکل ضروری
» دسته​بندی نموده و ویژگی هر کدام را توصیف کردند. برای مثال، آنان تفاوت اصلی بین ترسیم‌هاي بی‌فایده و ترسیم‌هاي مفید را  در اين دانستند که اولی، حاوی اطلاعات بصریِ غیر‌مرتبط است، در‌حالی که دومی، اطلاعات عددی را از متن مسئله، به دست می​دهد. کسیکوز
 و همکاران (2012) نیز به بررسی تأثیر ترسیم​ها در توسعه توانایی حل مسائل کلامی دانش​آموزان پایه سوم دوره ابتدایی در مجارستان پرداختند. آنها در پژوهش خود، به بررسی نقش بازنمایی​های تصویری به عنوان یک راهبرد​ برای حل مسائل کلامی پرداختند و نتیجه گرفتند که بازنمایی​های تصویری از جمله شکل​ها، ابزار مفیدی برای حل مسئله توسط دانش​آموزان است. 
پ) شکل​های شبکه​ای
، شکل​های سلسله​مراتبی
 و شکل​های ماتریسی
 معرفی شده توسط نوویک و هرلی
 
بررسی پیشینه پژوهشی در این حوزه، نشان می​دهد که در بین تقسیم​بندی​هایی که برای انواع شکل​ها/ تصویرها زیر چتر بزرگ​تر «راهبرد رسم شکل» انجام شده، سه دسته شکل معرفی شده توسط نوویک و هرلی (2001)، کاربرد وسیع​تری در حل مسائل کلامی ریاضی یافته است. زیرا این دو در تحقیقشان به این جمع​بندی رسیدند که این سه دسته شکل، می​توانند اشتراک ساختاریِ مسئله​ها را در بین موقعیت‌های به ظاهر متفاوت ولی با ساختار مشابه را، آشکار ‌سازند و بدین سبب، پراستفاده و پرکاربرد خواهند بود. این سه دسته شکل عبارت از «شکل​های شبکه​ای»، «شکل​های سلسله​مراتبی» (نمودار درختی) و «شکل​های ماتریسی» که به گفتة ایشان، استفاده از هر دسته، بستگی به موقعیت‌های مختلف مسئله​های کلامی ریاضی دارد. در پژوهش دیگری، نوویک (2006) توصیف مبسوط​تری از این سه دسته شکل ارائه داد که در این بخش، به اختصار معرفی می​شوند. مثال​هایی هم که برای هر دسته شکل آورده شده، برگرفته از پژوهش پانتزی‌آرا
 و همکاران (2009) است.  
شکل​های شبکه‌ای؛ ارتباط و اتصال بین اطلاعات مسئله را نشان می​دهند و معلوم می​کنند که چگونه مسیرهای چندگانه​ای از یک گره به گره دیگر، وجود دارد (شکل 1)  
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مثالی از یک مسئله همراه با شکل شبکه​ای، در مطالعه پانتزی‌آرا و همکاران (2009) به صورت زیر بیان شده است:
آندریاس در یک پله از نردبان ایستاده و در حال تمیز کردن پنجره ساختمان است. او برای
تمیز کردن باقی پنجره‌ها، سه پله بالا می‌آید. بعد برای تمیز کردن پنجره‌های دیگر، پنج
پله پایین می‌رود. سپس او برای تمیز کردن بقیه پنجره‌ها هفت پله بالا می‌آید و در پله
نهمِ نردبان قرار می‌گیرد. وی هنگام شروع تمیز کردن پنجره‌ها، در کدام پله بوده است؟
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شکل​های سلسله‌مراتبی ( نمودارهای درختی)؛ نمونه​هایی از ساختارهای مرتبط است که بر اساس اولویت، روابط بین انواع مختلف را نمایش می‌دهد. در این نوع شکل​ها، ساختار از یک نقطه شروع می​شود و به شاخه​هایی با سطوح مختلف ختم می​شود، به طوری که در شکل 2 دیده می​شود که برای هر دو گره، تنها یک مسیر از یکی به دیگری وجود دارد. 
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مثال زیر، مربوط به مسئله کلامی همراه با شکل سلسله​مراتبی است. ( پانتزی‌آرا و همکاران، 2009):
چهار تیم در مسابقات حذفی والیبال به رقابت پرداختند. تیم A تیم B را شکست داد و تیم C

از تیم D شکست خورد. اگر تیم D بازی نهایی را از دست بدهد، کدام تیم برنده می‌شود؟
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شکل​های ماتریسی؛ اطلاعات ثابتی درباره انواع ارتباط​ و اتصال​های موجود در دو مجموعه‌ مختلف را نمایش می​دهد و هر سلول، نقطة تقاطع مربوط به ترکیب مقدار i روی یک متغیر و مقدار j  بر روی متغیر دیگر را نشان می‌دهد.
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مردی سه نوعِ مختلف بستنی قیفی را در سه اندازه
 کوچک، متوسط و بزرگ و چهار طعم توت فرنگی، شکلاتی، وانیلی و فندقی می‌فروشد. او چه تعداد ترکیب‌های مختلف از بستنی قیفی‌ها و طعم‌ها را می​تواند به خریداران عرضه کند؟ (پانتزی‌آرا و همکاران، 2009)
	اندازه قیف/ طعم
	توت​فرنگی
	شکلاتی
	وانیلی
	فندقی

	کوچک
	
	
	
	

	متوسط
	
	
	
	

	بزرگ
	
	
	
	


جدول (1)، ویژگی​های منحصر به فرد هر یک از این سه نوع شکل را که توسط پانتزی‌آرا و همکاران (2009) شناسایی شده​اند، به تفکیک نشان می​دهد. 
جدول (1): ویژگی‌های سه نوع شکل‌ شبکه‌ای، سلسله مراتبی و ماتریسی پانتزی‌آرا و همکاران، 2009)
	ویژگی ها
	شبکه​ای
	سلسله​مراتبی
	ماتریسی

	ساختار عمومی
	ساختار رسمیِ از پیش تعریف​شده​ای ندارد.
	بر روی سطوحی سازماندهی شده که از یک نقطة ساده به عنوان مبدأ شروع می‌شود و به شاخه‌هایی با سطوح مختلف، ختم می‌​شود.
	برای هر متغیر (مانند x)، متغیر دیگری (مانند Y) وجود دارد که دارای مقادیر مشترکی باشند


	تعداد مجموعه‌ها

	 مجموعه​ای از اطلاعات است.
	محدودیتی برای تعداد مجموعه​هایی ‌از اطلاعات، وجود ندارد.
	شامل دو مجموعه از اطلاعات است.


	محدودیتِ ارتباط​ و اتصال​ها نوع ارتباط و اتصال 
	ممکن است ارتباط مستقیمی بین گره​ها در یک سطح یکسان یا بین گره​ها در سطوح غیرمجاور، وجود نداشته باشد
	هر گره​ای، ممکن است به هر گره دیگر مرتبط باشد (یعنی محدودیتی وجود ندارد.)
	مقادیر در بُعد یکسان (یعنی سطر یا ستون یکسان)، ممکن است با هم مرتبط نباشند.

	ارتباطات پیوندی به صورت «یکی به چندتا»، «چندتا به یکی»، یا «هر دو» 
	بین هر دو گره، ارتباطی انعطاف‌پذیر وجود دارد
	یک گره، حداقل به دو گره دیگر با ارتباط​های جهت‌دار، افزایش می‌یابد.
	یک سلول، نقطه تقاطعِ مربوط به ترکیب مقدار i روی یک متغیر و مقدار j  بر روی متغیر دیگر را نشان می‌دهد.

	عرض مسیرهای ممکن 
	بین هر دو رابطه، پیوندی، وجود دارد.
	هر یک از این دو رابطة پیوندی، می​تواند وجود داشته باشد، اما هر دو به طور هم​زمان، نمی​توانند واقع شوند. 
	پیوندهای مرتبط با هریک از مقادیرِ سطح و ستون، بیانگر رابطه یک به چند یا چند به یک در ماتریس​هاست. اما لازم است که این ارتباط​ها از طریق بازنمایی​ها، قابل فهم و قابل دسترس هم باشند.

	مسیرهای ممکن
	مسیرهای چندگانه‌ از یک گره به گره دیگر، امکان‌پذیر است
	برای هر جفت از گره‌های A و B، تنها یک مسیر از یکی به دیگری وجود دارد.
	در بازنمایی، مسیری وجود ندارد.


ت) کاربرد شکل​ها در حل مسائل کلامی

هایزنبرگ و دریفوس (1991) در تبیین توانایی دانش‌آموزان در کاربرد شکل‌ها، بی‌رغبتی آنان در استفاده از بازنمایی‌های بصری در ریاضی رسیدند، اما به دلیل آن نپرداختند. ولی پس از گذشت بیش از یک دهه، کای و لستر
 (2005) با تمرکز بر نحوة استفادة معلمان از شکل/ تصویر در یک مطالعه تطبیقی، دریافتند که تفاوت‌ قابل​ ملاحظه‌اي بین معلمان چینی و معلمان آمریکایی در چگونگی استفاده از بازنمایی​ها حین تدریسِ حل مسئله​های کلامی ریاضی به دانش‌آموزان، وجود دارد. مطالعة آنان نشان داد که معلمان چینی، برای نشان دادن روابط کمّی به دانش​آموزان برای حل مسائل کلامی، بازنمایی‌هاي بصری را بر بازنمايي​های کلامی ترجيح مي‌دهند و در مقابل برای معلمان آمریکايي، استفاده از بازنمايي‌هاي نمادین در تدریس حل مسائل کلامی، نسبت به بازنمایی​های بصری، برتری دارد و احتمال دادند که یکی از دلایل عدم رغبت دانش​آموزان در کاربرد رسم شکل، همین تأکید بر استفاده از بازنمایی​های نمادین باشد. 
ث) جمع​بندی
بررسی پیشینه پژوهش در حوزه استفاده از رسم شکل در حل مسائل کلامی ریاضی نشان داد که ابتدا نوویک و هرلی (2001)، سه دسته از شکل​های شبکه​ای، سلسله​مراتبی و ماتریسی را معرفی کردند که بعدها در مطالعات دیگری، از آنها استفاده شد. دایزمن (2005) نیز به کمک اسن سه دسته شکل، به مطالعة توانایی دانش​آموزان پایه های سوم و پنجم ابتدایی در انتخاب شکل مناسب برای بازنمایی ساختار مسائل کلامی ریاضی پرداخت و به این نتیجه رسید که آنان در این مورد، با دشواری​های جدی مواجه هستند. همچنین پانتزی​آرا و همکاران (2009)، دشواری​های دانش​آموزان پایه ششم را در به​کارگیری این سه دسته شکل هنگام حل مسائل غیرمعمولیِ
 ریاضی، مورد بررسی قرار دادند. چند سال بعد، هرلی و نوویک (2010) چگونگی قرار دادن اطلاعات مسائل کلامی را در بخش​های مختلف این سه دسته شکل، مطالعه کردند. بالاخره، فگننت و ولاسیس
 (2013) تأثیر استفاده از دو نوع «بازنمایی طرحواره​ای
» (شامل انواع شکل​ها در مقابل «ترسیم​های طرحواره​ای
») را بر حل مسائل کلامیِ حساب توسط دانش​آموزان پایه چهارم ابتدایی، بررسی کردند و به این نتیجه رسیدند که در حل مسائل کلامی جدید، بازنمایی​ طرحواره​ای، تأثیر مثبتی بر عملکرد دانش​آموزان دارد.
 این پژوهش​ها نشان داد که در مواقع بسیاری، دانش​آموزان می​توانند به کمک شکل​های مختلف، اطلاعات مسائل کلامی را بازنمایی کنند و بدین طریق، درک بهتری پیدا کرده و راه​حل​ مناسبی برای آن مسائل بیابند. 
روش پژوهش
این تحقیق از نوع توصیفی انجام شد و هدف آن، بررسی میزان اثربخشی هریک از سه شکل‌ شبکه‌ای، سلسله‌مراتبی و ماتریسیِ معرفی شده توسط نوویک و هرلی (2001)، بر فرایند حل مسئله ریاضی دانش‌آموزان پایة دهم در ایران بود. 
الف) شرکت​کنندگان در پژوهش

 این پژوهش در یکی از شهرهای استان مرکزی انجام شد. با توجه به هدف پژوهش، مسئولان سازمان آموزش و پرورش آن شهر توصیه کردند که برای انتخاب شرکت​کنندگان در پژوهش، از مدرسه​های دو انتهای طیف طبقاتی «برخوردار» و «غیربرخوردار» پرهیز شود و تمرکز، بر مدرسه​های «نیمه​برخوردار» باشد. بدین سبب قرار شد که پس از هماهنگی با مسئولان یکی از مدرسه​هایی که از نظر سازمان آموزش و پرورش
 «نیمه​برخوردار» محسوب می​شد، پژوهش انجام شود. بعد از هماهنگی با یکی از این مدرسه​ها که تنها یک کلاس پایه دهم با 40 دانش​آموز داشت و معلم ریاضیِ کلاس هم اجازه انجام پژوهش را در کلاسش داد، از دانش​آموزان دعوت شد که در صورت رضایت، در آن مطالعه شرکت کنند.     
ب) ابزار جمع​آوری داده​ها
ابزار جمع​آوری داده​ها، یک آزمون شامل شش مسئله کلامی ریاضی بود که از نظر ساختاری، بر اساس چارچوب ارائه شده توسط نوویک و هرلی (2001) طراحی شدند. این چارچوب، سه دسته شکل​های شبکه​ای، سلسله​مراتبی و ماتریسی را معرفی کرده که آزمون​ها حول محور آنها شکل گرفت. همچنین از نظر موضوعی، مسائل آزمون​ها، مشابه مسائل موجود در کتاب درسی ریاضی پایة دهم بود که دانش​آموزان با آنها آشنا بودند. با توجه به این چارچوب و محتوای ریاضی پایة دهم، مسئله​ها​ به گونه​ای طراحی شدند که دو مسئله با شکل‌های شبکه‌ای، دو مسئله با شکل‌های سلسله‌مراتبی و دو مسئله با شکل‌های ماتریسی قابل حل باشند. روش اجرا بدین ترتیب بود که ابتدا به شرکت​کنندگان، آزمون با شش مسئله و بدون رسم شکل داده شد و از دانش​آموزان خواسته شد تا راه حل خود را توضیح دهند. پس از یک هفته، همان آزمون با اضافه کردن سه دسته شکل شبکه‌ای، سلسله‌مراتبی و ماتریسی به همان مسئله​ها و در همان ساعت کلاسی، اجرا شد (پیوست الف). علت یک هفته فاصله برای برگزاری آزمون دوم، بررسی تأثیر افزودن شکل​ها بر حل مسئله توسط دانش​آموزان بود. 
پ) روش تجزیه و تحلیل داده​ها
تجزیه و تحلیل پاسخ‌های دانش‌آموزان، به دو صورت انجام شد. 

1. استفاده از آزمون تی​زوجی: با توجه به این که یک​بار آزمون بدون استفاده از شکل و بار دوم با استفاده از شکل برگزار گردید، از آزمون تی​زوجی
 برای بررسی میزان و مقایسه اثربخشی استفاده از راهبرد رسم شکل در حل مسائل کلامی ریاضی، استفاده شد. ضرورت به​کاربردن آزمون تی​زوجی این بود که نمره​های هر دانش​آموز در یک گروه، در دو وضعیت قبلی و بعدی وی مورد بررسی قرار گرفته و با هم مقایسه شوند تا میزان تأثیر عامل «مداخله​گر» یعنی «راهبرد رسم شکل» با ویژگی​هایی که گفته شد، مشخص شود. 
2. استفاده از روش کدگذاری پانتزی​آرا و همکاران (2009): در این روش، به پاسخ‌های دانش‌آموزان به ترتیب زیر، امتیاز چهار تا صفر تعلق گرفت؛ امتیاز چهار برای پاسخ  درست با توضیح درست و امتیاز صفر برای پاسخ نادرست با توضیح نادرست داده شد (جدول 1.) 
جدول 1. امتیازدهی به پاسخ‌های دانش‌آموزان به روش کدگذاری پانتزی​آرا و همکاران (2009)  
	نوع پاسخ
	امتیاز

	پاسخ درست- استدلال درست
	4

	پاسخ درست-بدون استدلال
	3

	پاسخ درست- استدلال نادرست
	2

	پاسخ نادرست- استدلال درست
	1

	پاسخ نادرست، استدلال نادرست
	0


با استفاده از نمونه​هایی از پاسخ​های شرکت​کنندگان در پژوهش به مسئله​های آزمون، چگونگی کدگذاری نشان داده می​شود. 
· نمونة «پاسخ درست- استدلال درست» به مسئله 1 با 4 امتیاز: 
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شكل4. پاسخ درست- استدلال درست برای مسئله 1
· نمونة « پاسخ درست- بدون استدلال» به مسئله 5 با 3 امتیاز:
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شكل5 پاسخ درست-بدون استدلال، برای مسئله 5 آزمون
· نمونة «پاسخ درست- استدلال نادرست» به مسئله 4 با 2 امتیاز:
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شكل6. پاسخ درست- استدلال نادرست برای مسئله 4
· نمونة «پاسخ نادرست- استدلال درست» به مسئله 3 با 1 امتیاز:
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شكل7. پاسخ نادرست- استدلال درست، برای مسئله 3
ت) اعتباربخشی
برای اطمینان از اعتبار کدگذاری و پرهیز از سوگیری، علاوه بر نویسنده اول، هر دو آزمون توسط یک دبیر ریاضی با مدرک کارشناسی ارشد ریاضی بر اساس همین چارچوب  نمره​دهی، کدگذاری شد و به جز تنها یک مورد، نمرات داده شده توسط دو نفر، یکسان بود.  
یافته​های پژوهش 
نتایج آزمون تی​زوجی نشان داد که تفاوت معناداری بین موفقیت دانش‌آموزان در دو آزمون- بدون استفاده از شکل و پس از اضافه کردن شکل​ها به مسئله​ها- وجود ندارد. یعنی در حل مسائل کلامی، استفاده از شکل​ به تنهایی، دانش‌آموزان را در حل مسئله موفق نمی​کند. همچنین تفاوت معناداری بین موفقیت دانش‌آموزان در حل مسائل شبکه‌ای (مسئله​های اول و دوم) هم وجود نداشت که این یافته، بدین معناست که تنها گنجاندن شکل‌های شبکه‌ای در صورت مسئله​های کلامی، تأثیری بر بهبود حل مسئله دانش‌آموزان نداشت، همچنان که استفاده از شکل‌های سلسله‌مراتبی (مسئله​های سوم و چهارم) نیز، تأثیری در حل مسائل کلامی نداشت. در صورتی که استفاده از شکل‌های ماتریسی (مسئله​های پنجم و ششم)، تأثیر مثبتی بر تسهیل فرایند حل مسئله دانش‌آموزان داشت. جدول 2، نتایج آزمون تی​زوجی را برای میزان اثرگذاری راهبرد رسم شکل بر موفقیت حل مسئله کلامی ریاضی دانش​آموزان به تفکیک سه شکل شبکه​ای، سلسله​مراتبی و ماتریسی، نشان می​دهد.  
از این گذشته، پاسخ‌های دانش‌آموزان به هر دو آزمون، ‌بر اساس روش کدگذاری پانتزی​آرا و همکاران (2009)، کدگذاری شدند و درصد پاسخ‌های شرکت‌کنندگان به هر یک از سؤال​ها، محاسبه شد (جدول 2). میانگین نمرات دانش‌آموزان در آزمون اول 23/15 و در آزمون دوم 67/15 بود که اختلافشان از نظر آماری، معنادار نبود. علاوه بر این، نتایج آزمون تی​زوجی نیز نشان داد که تفاوت معناداری بین موفقیت دانش‌آموزان در دو آزمون (175/0- =t، 534/0p=  و 39df=)، وجود ندارد. در حقیقت، نتایج تحلیل آماری نشان داد که در حل مسائل کلامی، تنها استفاده از شکل- به هر نوعی که باشد- دانش‌آموزان را در حل مسئله موفق نمی​کند. 
با توجه به نتایج تجزیه و تحلیل عملکرد دانش​آموزان در آزمون دوم (جدول 2)، مشاهده شد که با وجود رسم شکل در تمام مسائل آزمون، مسائل شماره پنج و شش (مسائل از نوع شکل ماتریسی) نسبت به مسائل دیگر، برای دانش​آموزان آسان​تر بود. در صورتی که دانش آموزان برای حل همین دو مسئله در آزمون نخست، با دشواری مواجهه بودند. 
جدول (2): میانگین عملکرد دانش‌آموزان در دو آزمون
	مسائل آزمون‌ها
	* استفاده از شکل
	**میانگین موفقیت از 4

	مسئله 1
(شبکه​ای)
	خیر
بله                  
	3/0
6/1

	مسئله 2
(شبکه​ای)
	خیر
بله
	8/1
6/2

	مسئله 3
(سلسله​مراتبی)
	خیر
بله
	1/1
5/2

	مسئله 4
(سلسله​مراتبی)
	خیر
بله
	8/1
7/3

	مسئله 5
(ماتریسی)
	خیر
بله
	2/1
7/2

	مسئله 6
(ماتریسی)
	خیر
بله
	2/1
3/3


*خیر: عدم استفاده از شکل‌ در مسئله که مربوط به آزمون نخست است. بله: استفاده از شکل‌ در مسئله
 که مربوط به آزمون دوم است. ** میانگین موفقیت از 4: میانگین تفاوت​های ‌آزمون اول از 
‌آزمون دوم برای هر شرکت‌کننده است.
جدول (2) معلوم می​کند که اگرچه اکثر شرکت‌کنندگان، برای حل مسئله​ها از هر سه دسته شکل​های شبکه‌ای، سلسله‌مراتبی و ماتریسی به گونه​ای استفاده کردند، اما به کارگیری انواع شکل‌ها به تنهایی، برای آنها کارآمد نبود و قادر نبودند مسائل را به درستی، پاسخ دهند. از بررسی میزان موفقیت دانش​آموزان برای حل مسائل شبکه​ای و سلسله​مراتبی در جدول (2) و میزان موفقیت آنها در حل مسائل با شکل ماتریسی در همین جدول، نتیجه می​شود که برای آنان، دشوارترین مسائل، مربوط به شکل​های شبکه‌ای بودند (مسئله اول و مسئله دوم، پیوست الف) و مسائل با راه​حل ماتریسی، آسان​ترین مسئله​ها بودند. 
همچنین، نتایج تحلیل آزمون تی‌زوجی از جدول (3) نشان می​دهد که تفاوت معناداری بین موفقیت دانش‌آموزان در حل مسائل شبکه‌ای (مسئله اول و مسئله دوم) وجود نداشت (529/0- =t، 31/0p= و 39df=) که به این معناست که استفاده از شکل‌های شبکه‌ای در صورت مسائل کلامی، تأثیری در بهبود حل مسئله دانش‌آموزان نداشت، همچنان که استفاده از شکل‌های سلسله‌مراتبی نیز، تأثیری در حل مسائل کلامی نداشت (مقدار تی​زوجی: 126/0- =t، 451/0p= و 39df=). در صورتی که استفاده از شکل‌های ماتریسی در صورت مسئله، تأثیر مثبتی بر تسهیل فرایند حل مسئله دانش‌آموزان داشت (مقدار تی​زوجی: 2 =t، 025/0p= و 39df=.)  
جدول (3): نتایج عملکرد دانش‌آموزان در رابطه با سه دسته شکل​های شبکه​ای- سلسله​مراتبی- ماتریسی
	انواع مسائل در آزمون​ها
	آماره t
	df
	سطح معناداری p

	مسائل  با ساختار شکل​های شبکه​ای
	529/- 
	39
	31/0

	مسائل با ساختار شکل​های سلسله​مراتبی
	126/-
	39
	451/0

	مسائل با ساختار شکل​های ماتریسی
	12/2
	39
	025/0

	کل
	175/-
	39
	534/0


از این نتیجه که به​کارگیری شکل‌های ماتریسی تأثیر مثبتی در حل مسائل کلامی دارد، استباط می​شود که درک شکل‌های ساده‌تر در صورت مسئله، کمک بیشتری به تسهیل فرایند حل مسئله​های کلامی ریاضی به دانش‌آموزان می‌کند و در نتیجه، ساختار و نوع شکل‌های ارائه شده، عاملی مهم و تأثیرگذار بر میزان دشواری مسائل است. 
بحث و نتیجه‌گیری
این مطالعه، با هدف بررسی تأثیر کاربرد سه دسته شکل‌های شبکه‌ای، سلسله‌مراتبی و ماتریسی بر حل مسائل کلامی توسط دانش​آموزان پایه دهم، انجام شد. یافته‌های این تحقیق نشان داد که تنها استفاده از انواع شکل‌ها در صورت مسئله، کمک مشخصی به دانش‌آموزان در حل مسائل کلامی نمی‌کند، زیرا دانش‌آموزان همیشه توانایی تفسیر شکل‌ها را در مسائل ندارند. در همین راستا، بوث و توماس (2000) بیان می‌کنند که شکل‌ها برای بعضی از دانش‌آموزان مفیدند، در حالی که اکثر دانش‌آموزان قادر به دیدن ساختار مسئله از طریق شکل‌ها نبوده یا با کاربرد آنها در فرایند حل مسئله آشنا نیستند. بدین سبب نتیجه​گیری این پژوهش این است که افزودن شکل‌ها به مسائل کلامی، به‌ تنهایی کمکی به فرایند حل مسائل کلامی نمی‌کند. بلکه موفقیت در حل این نوع مسائل، به عوامل متعددی از جمله ساختار مسائل و چگونگی انتخاب شکل‌ به عنوان یک راهبرد، بستگی دارد. یافته​های این پژوهش، همسو با نتایج به دست آمده در مطالعه پانتزی‌آرا و همکاران (2009) است. آنان دریافتند که به طور عام، استفاده از شکل‌ها در حل مسائل کلامی، باعث افزایش درک و فهم دانش​آموزان نمی​شود. بلکه موفقیت در حل مسائل کلامی، به ساختار آنها و ویژگی‌های دانش‌آموزان بستگی دارد. علاوه براین، نتایج به دست آمده از این مطالعه نشان داد که شکل‌های ماتریسی به جهت ساختار ساده​ای که دارند‌، می​توانند ابزار تسهیل‌کننده​ای برای دانش‌آموزان در فرایند حل مسائل کلامی محسوب شوند. همان طور که قبلاً هم مطالعه روبینسون و اسکروز (1994) نشان داده بود که شکل​های ماتریسی، تأثیر بیشتری بر حل مسائل کلامی توسط دانش​آموزان دارند، زیرا به آنها کمک می​کنند تا روابط بین متغیرها را بهتر درک کنند. همچنین، یافته​های این پژوهش همسو با نتایج مطالعه دایزمن (2005) است که در آن، نشان داده بود دانش​آموزان، ساختار مسئله​ها را به کمک شکل​های ماتریسی، بهتر از شکل​های شبکه​ای و سلسله​مراتبی تشخیص داده و درک می​کنند.  
سخن پایانی این که «نظریه تولید ترسیم»​ (که قبلا در پیشینه تحقیق توسط ون متر و هکاران (2006) معرفی شده است) بر روي ماهیت دوگانه اطلاعات کلامی و غیرکلامی متمرکز است و یک فرایند بازگشتی را شرح می‌دهد که در آن، طراحي ممکن است به بازبيني متن توسط فرآیندهای خودنظارتي، نیازمند باشد. ترسیم‌های دانش‌آموزان، بیانگر آموخته‌های آنهاست که منجر به بهبود و ارتقای یادگیری​شان می​شود. این بدان معناست که با توجه به نحوه بازنمایی‌هاي بصری، دانش‌آموزان می‌توانند توانایی حل مسئله کلامی خود را ارتقا دهند. از این گذشته، جمع​بندی این مطالعه این است که آموزشِ کافی در استفاده از شکل​ها در فرایند حل مسئله و مشاهدة ساختار انواع مسائل با کمک ترسیم​ها، برای دانش​آموزان ضروری است. بدین سبب، پیشنهاد می‌شود که در تدوین برنامه و تألیف کتاب​های درسی ریاضی، برنامه​ریزان با عنایت به این یافته که رسم شکل به تنهایی، به بهبود حل مسائل کلامی ریاضی منجر نمی​شود، به تناسب انواع شکل​ها با ساختار مسائل کلامیِ مورد بحث، توجه جدی کنند. زیرا ایجاد فرصت برای دانش​آموزان جهت فهمیدن ساختار انواع شکل​ها و درک عمیق​تر و استفاده مؤثرتر از آنها، ضروری است تا بتوانند توانایی​هایشان را در برگرداندن یک مسئله کلامی ریاضی به بازنمایی بصری و تفسیر درست شکل​ها، ارتقا دهند.
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پیوست الف 

(آزمون طراحی شده برای جمع​آوری داده​ها)
سؤال 1: چرخ و فلكي به شعاع 20 متر، داراي 25 كابين با فاصله‌هاي مساوي است. كابين یک در پايين‌ترين نقطه قرار گرفته و از سطح زمين، 1 متر ارتفاع دارد. اگر چرخ و فلك را بچرخانيم و به ترتيب متقاضيان را سوار كنيم، در لحظه‌اي كه هشتمين كابين در پايين‌ترين نقطه قرار مي‌گيرد تا متقاضيان سوار شوند، كابين اول از سطح زمين در چه ارتفاعي قرار دارد؟
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سوال2:  يك عكس در ابعاد 10 در 15 سانتي‌متر، درون يك قاب به مساحت 300 سانتي‌متر مربع قرار دارد. اگر فاصله همه لبه‌هاي عكس تا قاب برابر باشد، ابعاد اين قاب عكس را پيدا كنيد.
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سوال3: در يك شهرك صنعتي یک بلوار و در هر بلوار، بين 4 تا 7 خيابان و در هر خيابان، بين 3 تا 5 كارخانه وجود دارد. حداقل و حداكثر تعداد كارخانه‌هايي كه ممكن است در اين شهرك وجود داشته باشند، چندتاست؟
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سوال4: در يك خانواده داراي 4 فرزند، به چند طريق ممكن است که
الف) دو تا از فرزندان پسر باشند.
ب)  حداقل سه تا از فرزندان، دختر باشند.
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سوال5: يك مجموعه را نسبت به عمل ضرب بسته گويند، هرگاه حاصل​ضرب هر دو عضو دلخواه، عضوي از همان مجموعه باشد. آيا مجموعه  A={-1,0,1} نسبت به عمل ضرب بسته است؟ چرا؟
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سوال6: در یک رستوران، پنج نوع غذا شامل چلوکباب لقمه (کوبیده)، چلومرغ، جوجه‌کباب، چلوماهی و چلوکباب برگ وجود دارد. نوشیدنی‌ها هم نوشابه گازدار، دوغ و دلستر است. به چند حالت می​توانید غذاها و نوشیدنی خود را انتخاب کنید؟ 
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