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The present study aims to investigate the effect of using intuition on 

improving the understanding of the concept of “division by zero” through 

dynamic diagrams in the GeoGebra environment. Division by zero is one of the 

challenging topics in mathematics education, which is often accepted by 

students merely as a rule, without conceptual understanding. In this regard, 

inspired by the approach introduced by Droujkova and McLoughlin (2013), an 

instructional intervention based on dynamic visual representations was designed 

and implemented. In this quasi-experimental study with a pre-test–post-test 

design, 70 high school students from Shazand city participated. The data 

analysis results indicated that the educational intervention significantly 

improved students’ conceptual understanding of division by zero. The findings 

suggest that the use of visual and dynamic educational tools such as GeoGebra 

can effectively enhance students’ conceptual understanding of abstract 

mathematical concepts and should be considered in the design of innovative 

teaching methods. 
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Extended Abstract 

 

Introduction 
Crespo and Nicol (2006) argue that many students perceive zero as “nothing” and therefore ignore it when 

solving mathematical problems. Consequently, they tend to accept the statement “division by zero is 

undefined” merely as a rule given by the teacher, without conceptual understanding (Kaplan, 2000). To 

address this issue, mathematics instruction should enable students to visualize and interpret abstract 

concepts through real-world contexts. 

This study focuses on teaching the concept of “undefined division by zero” through three instructional 

approaches: 

 

1. Formal reasoning – explaining mathematical rules, 

2. Concrete reasoning – using real-life examples, and 

3. Constructivist learning – fostering conceptual understanding through dynamic visualizations and 

interactive graphs. 
 

Research questions 
How intuitions impact on better understanding the concept of division by zero through dynamic charts. 
 

Methods 
This study employed an experimental, one-group pretest–posttest design to examine the impact of dynamic 

graph-based instruction on students’ conceptual understanding of division by zero. The participants were 

62 secondary school students randomly selected from Shazand, Iran. A performance-based questionnaire, 

adapted from Ball (1998), was used to collect data before and after the intervention. Its content validity was 

confirmed by three experts, and internal consistency was acceptable (Cronbach’s α = 0.78). 

The intervention involved two sessions of instruction using dynamic visualizations created in GeoGebra. 

Students interacted with movable points on the graph to explore relationships among the dividend, divisor, 

and quotient. Data were analyzed using descriptive and inferential statistics (paired t-test, ANCOVA, and 

effect size measures), complemented by qualitative content analysis of students’ reasoning patterns. 
 
Results 
Quantitative data were analyzed using SPSS (version 26). The percentage of correct responses increased 

substantially from the pretest (43.5%) to the posttest (85.5%), indicating a notable improvement in students’ 

conceptual understanding of division by zero. A paired t-test confirmed that this difference was statistically 

significant, t(61) = 8.72, p < 0.001, with a large effect size (Cohen’s d = 1.11). The Shapiro–Wilk test 

indicated normality (p = 0.21). ANCOVA results also showed a significant effect of the instructional method 

after controlling for pretest scores, F(1, 59) = 14.36, p < 0.001, η² = 0.20. 

Qualitative findings supported these results, revealing that dynamic visualization reduced conceptual errors 

and strengthened students’ use of visual and intuitive reasoning. 
 
Discussion 

The findings of this study demonstrate that the use of dynamic charts within the GeoGebra environment 

significantly enhances students’ conceptual understanding of division by zero. The considerable 

improvement in post-test scores, along with the large effect size (Cohen’s d = 1.11), indicates that the visual 

and interactive features of dynamic representations promote deeper learning compared to traditional 

instruction 
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From a constructivist perspective, these results suggest that when learners actively manipulate mathematical 

representations and observe real-time changes, they construct more meaningful and durable knowledge 

structures. The visual disappearance of the quotient line as the divisor approaches zero provides a tangible 

and intuitive experience of “non-existence,” bridging the gap between abstract reasoning and concrete 

understanding. 

This outcome aligns with the theories of Piaget and Vygotsky, emphasizing the importance of active 

learning, interaction, and visualization in developing mathematical reasoning. It also supports Bruner’s 

concept of multiple representations, where learners move from enactive and iconic stages toward symbolic 

understanding through guided exploration. 

Moreover, the qualitative data revealed that students shifted from purely formal and rule-based reasoning 

toward more intuitive and visual explanations, indicating a transformation in their cognitive approach to 

mathematical abstraction. This confirms that technology-enhanced visualization can serve as a powerful 

mediating tool in conceptual mathematics instruction. 

Overall, integrating dynamic visual tools such as GeoGebra into mathematics education can bridge the gap 

between procedural knowledge and conceptual understanding. By enabling students to “see” the meaning 

behind abstract expressions, teachers can foster both engagement and deep comprehension—especially in 

complex topics like division by zero. 
 
Keywords 

Division by zero, visual representation, dynamic diagram, GeoGebra. 

 

 

 

 

 

  



 

 1403 زمستانو  پاییز 24 ۀ، شماردوازدهم سال 

114-87 

 

   یشهود کردیرو کیبر صفر:  میدر درک مفهوم تقس ایپو ینمودارها ریتأث

 

 

 

 
 

 

 
   

 میشرود   س روود   س  فهود  تتس ر ی،یکاسگره  ،یتأث یهدف از پژوهش حاضر،  ر،س ر

ر، صره، از  میافزاس جئدجو،ا ا ر.  تس رو،  طی س فح  ایپد یر، صره،  را ا راها ا از ودد اسها

آفدزان ردون  س    اوش  یا ر. که فمددً  از  رد  یاضری س آفدزش س زیچالش ر،اوگ  میفهاه

 وژکدوا   ک، یسا اا  را الوا  از سو نی   س اشد یف  ،فاهیقاودن پذ کی  انعندو ص،فا  ره  یفهودف

و اج،ا شررد   س   یط،اح  ایپد  یهاییر، رازودا یفوان یآفدزشرر  یا( فداخله2013)نیکلدفو ف

 ی تج،ردهی و  فاد ررطه  س شررو، رراان شررازود را ط،  و  یآفدز  وسا اوش ۷0فطالمه    نیا

ها وشان  ا  که فداخله  ا ا لیتحل  جیق،اس گ،فاند  واا ی آزفدن فدس  ر،سرر پ  آزفدنشیپ 

  ها افاهیر، صرره، شررد    میآفدزان از تس رر اوش  یفدجب روود  فمنا اس  س  فهودف یآفدزشرر

  تداودیفاوند جئدجو،ا  ف یآفدزشر  یایو پد ی،یتصرد  یاز ارزاسها ی،ی هد که رو،ا گ  یوشران ف

 ی و  س ط،احفؤث، رراشرررد    یاضررریرس  یاوازاع   میآفدزان از فهراه اوش  ی س  فهودف  یرره استسرا

  ، یفدس  تدجه ق،اس گ   یتدس نیود  یهاسوش
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 مقدمه 

ساز و سفزهای ر یاسی سا  س خد  جای  که  ا . سیاضیات  س ر،اوگیزچالش  حال عین  س و اعدا  جا ویی از  یکی صه، عد            

 و تدسی  فهود   این  اهدی. وجد  را (1985   وسهیل و رلیک) ا .  ک، ا ایها  اوش این  پیش،ف.  س ا ا ی وسشی و    ا ا ا .

 (2006) ویکدل  و ک، پد   ا . رد ا هد،اا هایی شداسی  را هدداسا صه،   ر،  تس یم ویژاره  صه،   را ف،توط  سیاضی عدلیات یا گی،ی

 ف ائل  حل  س  آن را فداجوه هنگا   س  لیل هدین ره و کنندفی تلسی  هیچت فما ل سا  صه،  آفدزان  اوش از  ر یاسی  که  ا ود وشان

 اعدا   فجددعه   س آن جایگاا صه،  رد ن  ف،  یا زوج فاوند فدضدعاتی  س  اروا  ر،وز  فدجب  وا س .  س  این  گی،ودفی وا یدا سا  آن

  هنگافی   وایجه    س    اس   ارادایی   وسا    س  صه،  فهود    طحی  یا گی،ی   س  سیشه  هاییر، اش.  دء  چنین  شد فی صه، شافل عواسات یا

   سکی   آوکهری  پذی،ود  فی   وشداتم،یفت  قاودن  یک  عندان  ره  ص،فا   سا  آن  شدود فی  فداجه  صه،  ر،  تس یم  فهود   را  آفدزان اوش  که

 قداوین اسائه  ر،  فوانی که  آفدزش  نای هایسوش  که  هدفی وشان وضمی. این(   2000   1)کاپلان  راشند   اشاه  آن  چ،ایی  از  فهودفی

 آفدزش ا .  ض،وسی ها چالش این سفع ر،ای .اودرد ا واکاسآفد صه،  ر، تس یم  از  فهودفی و  عدیق  س   ایجا   س ها . آن  حهظ  و

  س   سا  خد   پی،افدن  واقمی هایپدیدا و  سیاضی فهاهیم فیان  استواط راداوند  آفدزان اوش که شد  ط،احی  ایگدوه ره یسیاض فهاهیم  

 اود ا ا وشان فامد  هایپژوهش   کندفی تسدی.  ف،اگی،ان   س سا یا گی،ی  اوگیزش وایجه  س  و کشف ح  پید اگی  این ایجا   کنند

راشد    فؤث، زفینه این   س تداودفی پدیا افزاسهایو،  فاوند آفدزشی ارزاسهای و فلددس هایفثال رص،ی  هایرازودایی از ا اها ا که

 .(2024  2هدکاسانویل دن و  )کلاس 

 فدس  سیاضی اوازاعی فهاهیم آفدزش   س  قدستدند ارزاسهای عندان ره  جئدجو،ا  فاوند پدیا هند ه افزاسهایو،   اخی،  های ال   س

  س  تا کنندفی کدک یا گی،ودگان ره سیاضی  فهاهیم را پدیا و رص،ی تمافل افکان آوس ن ف،اهم را ارزاسها این  اودگ،فاه  ق،اس تدجه

 این را (1401  فو،ی تکده و هدکاسان   2023  4  ژاوگ و هدکاسان 2021  3)لیودس  و جنآوسود   . ره اوازاعی فهاهیم از ت،یعدیق

 پژوهش  اودپ، اخاه  صه،  ر، تس یم خاص فهود   آفدزش   س  سویک،  این  تأثی،  ر،س ی ره ن ای،ا   س ویژاره ی فحدو  هایپژوهش حال 

 فحیط   س پدیا ودد اسهای از ا اها ا اث،رخشی ر،س ی فطالمه  این اصلی هدف  شد اوجا  پژوهشی شکاف این ره پا خ هدف را حاض،

  رد   تس یم ر، صه،ت فهود  از آفدزان اوش فهودفی  س  روود   ر،  جئدجو،ا افزاس و، 

  م عد  ر، صه، یتم،یف واپذی،ی تست  فهود  تدسی  ر،ای آفدزشی سویک،   ه پژوهش این  س هدف  این ره   ایاری ر،ای

 :گ،ف. ق،اس فطالمه فدس 

 سیاضی   قداوین  و س دی ا ادًل ر، فوانی آفدزش  1

 واقمی   هایفثال را  عینی ا ادًل ر، فوانی آفدزش  2

   گ،ایی اخ.  وظ،یه چاسچدب  س پدیا ودد اسهای ط،یق از  اوش   اخ. ر، فوانی آفدزش  3

 پدیا ودد اسهای از آن  س که شد اج،ا و ط،احی آفدزشی فداخله یک  (2013) فکلدفین و  سوژکدوا سویک،  از الوا  را ووای.   س

 رد  ا اداس ف،ضیه این فونای ر، سویک،  این  شد ا اها ا صه، ر، تس یم فهود  از شود ی  س  ایجا  ر،ای تصدی،ی هایرازودایی و

 گ،   فی  واپدیدت ق د.خاسج و شد فی وز یک صه، ره علیهفس د  که ایلحظه  س ویژاره تس یم  فهود  پدیای و رص،ی اسائه که

 این از ا اها ا هدف  یگ،  ریان ره  کند ایجا  آفدزان اوش  ر،ای ق د.خاسج   عد  وجد ت از فوم قارل و فلددس ایتج،ره تداودفی

 
1 Kaplan 
2 Clark-Wilson 
3 Liburd and Jen 
4 Zhang 
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 آفدزان اوش پایداست، و ت،عدیق   س  ره راداود که رد  شود ی و  رص،ی تج،ره یک ره  شداس و اوازاعی فهود  یک تودیل سویک،  

 .شد  فنج،

 ادبیات پژوهشی 

 کیهی.   ر،  آن  تأثی،  و  فملدان  فدضدعی   اوش   فخالف  ارما   ر،س ی  ره  گدواگدن  سویک، های  را  سیاضی  آفدزش  یحدزا   پژوهشگ،ان

  فطالمه  فدس   هاآن  آفدزش  هایشیدا  و   سیاضی   فهاهیم  فاهی.  ی سراسا  سا  فملدان  راوسهای   و  ها یدگاا  ویز  ر،خی    اودپ، اخاه   تدسی 

(  سا ل و  2006ک، پد و ویکدل )  (  از  دی  یگ،  فطالمات8919  3؛ ل،فان 1988  2اسو .  ؛2022و هدکاسان   1) اهال  اود ا ا ق،اس

 چ،اکه  وی .؛  کافی  سیاضی  آفدزش   س  س دی  های ا ادًل  ر،  ص،ف  تکیه ی  که  ودوشان  ا ا ا (2018) 5و کاساکدس  (2011) 4چ،ودف 

  فاوند  ارزاسهایی  کاسگی،یره  فسارل    س   شد فی  آفدزان اوش   س  فحدو   قالب رندی شدا و  تهک،ی  گی،یشکل   فدجب  سویک، ی  چنین

   کند  کدک سیاضی  فهاهیم ت،عدیق  س  ره تداودفی شود ی هایتج،ره   و تصدی،ی هایرازودایی ودد اسها 

  های ا ادًل  ت،کیب  ض،وست  ر،  هاآن  واایج  که  ا .  شدا   اوجا    صه،  ر،  تس یم  فهود   آفدزش  یزفینه   س  فامد ی  تحسیسات

 کاسگی،ی ره   س  فملدان  که   هندفی  وشان  هاپژوهش  ر،خی  حال   عین   س    اسود   تأکید  یا گی،ی  ف،آیند   س  شود ی  و  عینی  س دی 

؛ ک، پد و 2010   8؛ ؛ کاوکدی1990   ۷رال  ؛2023و هدکاسان    6ویج،ز)  اودفداجه   چالش  را  عدل   س  تصدی،ی  و  شود ی  هایا ادًل

کیم1991   9؛  اوکن 2006ویکدل    پ،ین200۷   10؛  و  ًفو،گ  کدین   شه، 1990   12؛  اوداس  ؛ 2008   11؛  و  ت افی،    ؛ 2000   13؛ 

 ( 1401زاهدی 

  16(و ر،ج ا،ا 2012) 15؛ لد و لد (2016) 14(؛ جاو ن و هدهن ی1990رال )(   1401زاهدی و حق وس ی )  هایواایج پژوهش

 ضمیهی   عدلک،   صه،   ر،  تس یم  ویژاره  تس یم   عدل  فهودفی   س     س  آفدزان اوشاود که  وشان  ا اویز   (2000) 1۷و تی،وش  (2021)

)ر،ای فثال      اسود لد    هایرازودایی  ط،یق  از  ک ،ها  تس یم  ف ائل  حل  هنگا    ارادایی   وسا  آفدزان اوش  که   سیافاند(  2012لد و 

  آن   فهودفی  تدجیه   س  افا    هند    اسائه   س .  پا خ   فحا واتی  وظ،  از  ا .  فدکن  ه،چند  شدود؛فی  چالش   چاس  کلافی   و  تصدی،ی

 ا .  ک ،ی  هایا ادًل  س  کلیدی  هایفؤلهه از یکی تصدی،ی  س  که  کندفی  تأکید (2021)  18فطالمه ی ا دی. و  و   اودواتدان

 
1 Dahal 
2 Ernest 
3 Lerman 
4 Russell and Chernoff 
5 Karakus 
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10 Kim 
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12 Sundar 
13 Tsamir and Sheffer 
14 Johnson and Hwang 
15 Lo and Luo 
16 Bergestra 
17 Tirosh 
18 Johnson and Isaac 
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 ریان( 2011) 2هدکاسان و لی و( 1994) 1هدچنین ًفدن    کند ایها فؤث،ی وسش صه، ر، تس یم فاوند فهاهیدی آفدزش  س تداودفی و

  یا گی،ی  عدق  و  آفدزش  کیهی.   س  کنندا تمیین  عافلی  تصدی،ی   رازودایی   ودع  اواخاب   س  فملدان  پذی،یاومطاف  که  اودک، ا

   ا . آفدزان اوش

 از ف،ات، که ا . چندرمدی سویک، ی ویازفند صه،  ر، تس یم فهود  آفدزش که  هدفی وشان پژوهشی ا ریات ف،وس کلی  طدس ره

 وس ی حق و  زاهدی ؛2010 کاوکدی   ؛2006 ویکدل  و ک، پد ؛1990 رال   )فامد  هایپژوهش شد  را فحض س دی هایا ادًل

  س سا عدیق فهودفی  س  ها الگدسیام و سیاضی قداوین ر، ص،ف تکیه که  اسود تأکید وکاه  این  ر، ( 2023 هدکاسان  و ویج،ز  ؛1401

 که اود ا ا  وشان (2012) لد و لد و (1994) ًفدن  (2015) ایزا  و جاو دن فطالمات  یگ،   دی از .کندودی ایجا  آفدزان اوش

 حال  این را   کنند ایها صه، ر، تس یم  فاوند اوازاعی فهاهیم  س  ت ویل  س فحدسی وسش تداوندفی شود ی و تصدی،ی هایرازودایی

 چالش را عدل  س  شود ی و تصدی،ی سویک، های این فؤث،  کاسگی،یره   س فملدان از ر یاسی که ا . آن  از حاکی پژوهشی هاییافاه

  س شود ی و عینی س دی  هایا ادًل تلهیق رنار،این  ( 2000 شه،  و ت افی، ؛2008 هدکاسان  و کدین ؛ 200۷ کیم ) اودفداجه 

 فهودفی  س  روود  ر،ای فؤث، ساهکاسی تداودفی  جئدجو،ا فاوند پدیا ارزاسهای از گی،یرو،ا را و گ،ایی اخ. هایوظ،یه  چاسچدب 

 ط،احی زفینه  س تدجوی قارل پژوهشی شکاف این  وجد  را  راشد سیاضی ر،اوگیزچالش فهاهیم   ای، و صه، ر، تس یم از آفدزان اوش

 این ک، ن پ، پی  س حاض، پژوهش که  اس  وجد  صه، ر، تس یم آفدزش  ر،ای پدیا هایرازودایی ر، فوانی آفدزشی فداخلات اسزیاری و

 .ا . خلأ

 چارچوب نظری و تبیین رویکردهای آموزش تقسیم بر صفر 

 رسمیو    عینیبررسی رویکردهای  

  ا ادًل  و   عینی  ا ادًل:  شد فی  فشاهدا  آفدزان اوش  ا ادًل   س  اصلی   سویک،   ودع   و  صه،    ر،  تس یم  فهود   آفدزش   س

  حالی    س  کند فی  ا اها ا  سیاضی  عواسات  ره  رخشیدن  فمنا  ر،ای  واقمی   ویای  فلددس  تج،ریات  از  آفدز اوش  عینی    ا ادًل   س   س دی

  این  ر، (  1989)  3ا کِدپ  و(  1996)  ت افی،   شد فی  رنا   سیاضی  قضایای  و  تماسیف  یپایه  ر،   ص،فا   ا ادًل   س دی    ا ادًل    س  که

  راًت،   طد    س  افا  شد    ا اها ا  صه،  ر،  تس یم  افکان  عد    ا ن  وشان  ر،ای  عینی  هایا ادًل  از  راید  ارادایی  ی وسا   س  که  راوسود

 .گی،ود رو،ا صه، ر، تس یم  واپذی،یتم،یف ت تویین ر،ای س دی  هایا ادًل از راداوند آفدزان اوش که سو  فی اواظاس  ( ری، اان)

 :استدلال عینی

س یدن ره یک فهود  سیاضی ا .   و فدل از فنظدس از ا ادًل عینی کدک گ،فان از تج،ریات فلددس  س  ویای واقمی ر،ای  

 :رد ن تس یم ر، صه، ره صدست زی، ا . های عینی  س  ویای واقمی ر،ای تتم،یف وشدا ت،ین فثالفاداول

طدس خداهیم شش  یب سا رهفی« :  ( ا .2000اولین فثال ر،ای ر،س ی فهود  تس یم ر، صه، ر،گ،فاه از فطالمه ت افی، و شه، )
 س این حال. اوجا  عدلیات غی،فدکن ا . و هیچ حالای  » س د؟رین صه، کد   تس یم کنیم  ره ه، کد   چند  یب فیف اوی 

 ق د. خاسجتدان این تس یم سا ر، ه، عد  غی، صه،  س  ویای واقمی وشان  ا    ر،ای تس یم ک، ن  یب وجد  وداس   س حالای که فی

 س  « :  ( ا .19۷0فثال  و  فوانی ر، ته،یق فک،س و ر،گ،فاه از فطالمه  اوکن )   شد فی  گ،فاه  وظ،   س   وشداتم،یف ت  حال.  این   س
آوسیم  اگ، قصد خالی ک، ن  ود سا  ر،یم هیچ کدا  سا ری،ون ودیف،غ  اسیم  ه،راس که ره  اخل  ود   . فییک  ود شش تخم

 
1 Lamon 
2 Li and colleagues 
3 Skemp 
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س چنین حالای اگ، قصد خالی ک، ن  ود سا  اشاه راشیم راید راسها ره     »ها ر،ویم؟ف،غ اشاه راشیم  چند راس راید ره  ،اغ  ود تخم

 .زویم و  ود خالی شد  وجد  وداس ف،غی ری،ون ویاوسیم!  سواقع تمدا   فماتی که   . ره  ود فی ،اغ  ود ر،ویم و هیچ تخم

دافی ا .  ره عواستی  س فثال اول ره وظ، آفدزان اوجا  وشدن هیچ اقر،اوگیز ر،ای  اوشفدضدع چالش    های عینی س این ا ادًل

و چیزی رین هیچ   (a/0) گذاسی هیچ چیز رین تمدا ی از اف،ا آفدزان  س  تدایز فیان اشا،ا  س د که ر،ای تمدا ی از  اوشفی

اب صه، ا . کنند که )هیچ کد کی  یب وداس ( رنار،این جدچنین ا ادًل فیآفدزان اینای از  اوش شداس ا .  عدا (a/0) ک 

 .ایمای  یگ، ویز فماسدود )هیچ کاسی اوجا  وشد( رنار،این جداب هدان چیزی ا . که را آن ش،وع ک، او عدا

ها .   س این  ف،غف،غ و ر،وداشان هیچ یک از تخمهدچنین  س فثال  و  که شافل ر،خدس  فک،س   . ز ن ره  ود پ، از تخم

تدان از  ود ر، اش.( ه اند  هایی که  س ه، راس فیف،غعلیه )تمدا  تخم س  ود( و فس د    های فدجد ف،غفس د  )تمدا  تخم   فثال

ف،غ  ،اغ  ود  کند و خاسج ق د. ر،ار، ا . را )تمدا   فماتی ا . که یک وه، ر،ای ر، اشان تخمکه ش،ایط اولیه سا فشخص فی

علیه کدا، راشد(   فاودا  س  ود از فس د علیه شد  )فسداس راقیاز فس د   فاودا کدا،شد  تا راقیسو (  این الگدسیام آوسدس تک،اس فیفی

ف،غ( و س یدن ره  صدست فک،س از یک  ود پ، از تخمف،غی رهراوجد این   س اینجا ویز  پیدود  ا ن تج،ره فیزیکی )ر،وداشان هیچ تخم

 .شد شد   ایجا  ودییل پدچ رد ن عدلی که اوجا  فییک وایجه سیاضی خاص )تس یم ر، صه، که عدلیاتی تم،یف وشدا ا .( ره  ل

 :استدلال رسمی

پ، ازود   ت، ره قضایا و واایج سیاضی فیهای س دی   قیقشدود چ،اکه ا ادًلهای س دی تکدیل فیهای عینی را ا ادًلا ادًل

 تدان گه.  فیa/0=x را تدجه ره    (1985وسهیل   )رلیک و    کندیک ا ادًل س دی  ره وجد  و فنحص، ره ف،  رد ن اشاسا فی

a=x.0 ؛ افا هیچ x   وظ،   از  وه  و   وجد ی  وظ،  از  وه  صه،  ر،   تس یم  عدل   سو  این  از   کندوجد  وداس  که راداود این فما له سا ر،آوس ا  

   وی . تم،یف قارل  یکاایی

ف،غ  س  ویای واقمی ا . )که  س راً از ط،یق تخم ازی  س  زفینه گدوه  وفین ا ادًل س دی ا ادًل ته،یق فک،س ردون هیچ 

   3تس یم ر،    15کنند  فاوند  های  ا ا ش،وع فیآفدزان را  س وظ، گ،فان فثال ود وشان  ا ا شد(  ر،ای کشف این ا ادًل   اوش

کم ک،   تمیین ودایند   پ     15از  سا    3تدان  شد  تا قول از اینکه وایجه صه، شد   تمدا   فماتی سا که فیآفدزان خدا اه فیاز  اوش

 .تدان صه، سا از این عد  کم ک،  شد  چند راس فیآفدزان  ؤال فیقول اینکه وایجه صه، شد  از  اوش

  وشان   nna/1=  اعدا    ی وواله  ر،س ی  فثال    ر،ای   شدودفی  ف،توط  حد   فهود   ره  س دی  هایا ادًل  از  ر،خی  این   ر،  افزون

  ق د.خاسج  شد    وز یک  صه،  ره  فخ،ج  که  هنگافی  و   شد؛   خداهد  ت،رزسگ  تس یم  حاصل   شد   فی  ت،کدچک  فخ،ج  ه،چه  که   هدفی

   وشداتم،یفت  تس یم  عدل   و  وداس   وجد   فمینی   فسداس  هیچ  ا .   صه،   قیسا   فخ،ج  که  ایوسطه   س  افا    کندفی  فیل  ووای.ری   د.  ره

   شد فی
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 1شکل  

 ازی  آفدزان را تعد  وجد   فما لاود راید تس یم عد  ر، صه، سا ر،ای  اوش تس یم ر، صه، که ش،   ا ا شداهای  ر،ای سفع چالش

تدان تس یم ر، صه، سا  وراسا پیک،رندی ک،  تا یکاایی خاسج  (  ولی  ؤال اینجا . که چگدوه فی2014   1ک،  ) ف،یااس و  ینکل،

سویک،   یک  این افکان را ایجا  یک ودد اس پدیا ر،س ی و     س این فطالمهن  ا ا شد ؛  ق د.  س فسارل عد  وجد  یک خاسج ق د. وشا

 گ، ید   شود ی ر،ای یا گی،ودگان ف،اهم  

 رویکرد نموداری و شهودی در آموزش مفهوم تقسیم بر صفر 

های ف،رع تدضیح شه هایی ر،ای  اخ. سیها و هدچنین سوش خطهایی سا ر،ای جدع  ته،یق  ض،ب  و تس یم پاسااقلیدس سوش

ها سا تح. یک  خطای از پاساض،ب یا ض،یب فجددعههایی ر،ای یافان فجددع  تهاضل  حاصل کاست سوش ( 2013  2 ا  )هاستشدسن 

ک،   ر، ا اس این فواوی  هایی فشخص فیپذی، رد ن چنین  اخ.قضیه واحد  ازفاودهی ک،  که ش،ایط ًز  و کافی سا ر،ای افکان

رندی که تس یم  س آن ره صدست فسیاس  ودیک فدل پدیا و ودد اسی از تس یم سا ایجا  ک،    (2013) سوژکدوا و فکلدفینسیاضی   

ها تم،یف ودد اسی خد  ا اها ا ک، ود  آن  فثلث ها    تشاره   تس یم  را تدجه ره  و   از ودد اسها ر،ای تم،یف ض،ب  این فدل که  س    ا .

 ؛ ک، ود یان ره صدست زی، رسا  و تس یم از ض،ب

الزاویه که تد ط یک ضلع عدد  و قاعدا آن ضلع عدد  تمیین شدا ا . راید را وت،ی که را ه، ضلع عدد  و  وت،  س فثلث قائم

وافند( سوشی ر،ای  شد  فدازی راشد  از این سو   او ان قاعدا یک ضلع عدد  )که آن سا ضلع عدد  واحد فیقاعدا  یگ،ی که س م فی

 a ها سا اواخاب کنید و آن سا خطخط  یکی از پاسار،ای ض،ب طدل  و پاسا  . هدز ه، ضلع عدد   یگ،ی سا ره فا فیا انااج قاعدا ا

 b خط واحد راشد و آن ساخط  یگ، سا طدسی ق،اس  هید فنطوق را پاسای عدد  ر، ضلع واحد راشد  پاسارنافید  ره طدسی که قاعدا

و پاهای آن  س   الزاویهتد ط خطی که فدازی را وت، فثلث قائم b ا .؛ b   طدل قاعداb طدلو  a ض،ب طدلوافگذاسی کنید  حاصل

خط  آن  و سا طدسی ف،تب کنید که عدد  ر،  ر،ای تس یم طدل  و پاسا   (2ا . فحدو  شدا ا .  )شکل شداسا   a خطافادا  پاسا

خط   اویه  یگ، فدازی شد   خاسج ق د. حاصل از تس یم طدل  و پاساالزهم راشند؛ زفاوی که وت، فثلث را ضلع واحد را وت، فثلث قائم

 خططدل پاسا  حاصل از تس یم  خاسج ق د.a خط  طدل پاسا2  شداسا  الزاویه را ضلع واحد ا .؛  س شکلی فثلث قائمطدل قاعدا

ab  پاسا خط ر، طدلb . ا.  

 
1 de Freitas and Sinclair 
2 Hartshorne 
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 2شکل  

یک ودد اس قارل تودیل  س فحیط جئدجو،ا ایجا  شد تا ره تم،یف    (  2013)فکلدفین سوژکدوا و  را تدجه ره سویک،      س این پژوهش 

 طدل آن   که  که  س آن ق دای  خط ا . و پاسا  حاصل از تس یم   هندا خاسج ق د.این ودد اس وشان ؛  ودد اسی تس یم پی رو،یم

 هندا  که طدل آن وشان   یس  سوگ و ق داز  ا .  علیه هندا فس د  هندا فس د  ا . آری سوگ  ق دای که طدل آن وشانوشان

های سوگی ر،ای تأکید ر، سوارط رین  ه رخش  س وظ،  وز سوگ وشان  ا ا شدا ا .  این اواخابکه رصدست  خاسج ق د. ا .  

 .کند گ،فاه شدا رد   ره این ت،تیب که طدل رخش آری و طدل رخش زس   طدل رخش  وز سا تمیین فی

ودد اس از وظ، ره  لیل آوکه  اود  گذاسی وشداها وا خطیک واحد طدل ا .  وساط و پاسا  "1"را ر،چ ب    سوی ودد اس  قطمه فشکی

را جاره راشد   زس  )تغیی، فسا ی، فس د  و فس د  رص،ی  ا ا  آری و  وساط  را فحدسهای علیه(  فیجا ک، ن  وساط ر،خدس  خط  تدان 

 خداهد شد   های خاص تس یم سوی ودد اس اشاسا س این فطالمه ره حال.   سا تغیی،  ا  فخاصات و ره توع آن فسداس خاسج ق د.

 

 3شکل شداسا  

را تدجه ره    :ثار. ک،   ذیلی افاحان تس یم ره ش،   ها و قاعداتدان را کدک تشاره فثلثی ریان شدا ر،ای تس یم سا فیقاعدا

تدان از ط،ف  یگ، را تدجه ره فدازی س م شدن  و وت، فیکه  وجد   اس   سجه 90الزاویه رد ن ه،  و فثلث ایجا  شدا  و زاویه قائم
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و رنا ره حال. تشاره  و زاویه   و فثلث راهم فاشاره    س یدرا کدک قضیه خطدط فدازی و فدسب ره  و زاویه ف اوی  یگ،  س  و فثلث  

 س ید   ی افاحان تس یماز آن ره ساحای ره قاعداها ره صدست زی، و و. تشاره ودش. و تدان ر،ای آن ه اند رنار،این فی

𝑎𝑏

𝑎
=

𝑏

1
→ 𝑎𝑏 = 𝑎 × 𝑏 

 

 فط،  فی شد : :هایی از حاًت فخالف تس یم ره کدک ودد اس پدیاا اس فثال این ر،

 : تقسیم عددی مثبت بر عددی مثبت - 1

𝑎𝑏

𝑏
= 𝑎  (ab > 0   b > 0) 

: مثال  

ab = 4 و b = 2 →  
4

2
= 2 

 

4)نمایش نمودار حاصل تقسیم  4شکل

2
= 2) 

 : تقسیم عددی منفی بر عددی منفی - 2

𝑎𝑏

𝑏
= 𝑎(ab < 0  b < 0) 

 :مثال

ab = -6 و b = -3 →  
−6

−3
= 2 
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6−)نمایش نمودار حاصل تقسیم   5شکل  

−3
= 2   ) 

 : تقسیم عددی منفی بر عددی مثبت - 3

: 
𝑎𝑏

𝑏
= 𝑎(ab < 0  b > 0) 

 : مثال

ab = -4 و b = 2 →  
−4

2
= −2 

 

4−)نمایش نمودار حاصل تقسیم   6شکل  

2
= −2   ) 

 :کدا، از واحد راشد   علیه عد یکه فس د   ریان فی شد  س ا افه فثالی  
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 :تقسیم عددی مثبت بر عددی مثبت و کوچکتر از واحد  - 4

𝑎𝑏

𝑏
= 𝑎(ab > 0   0  < b < 1) 

 : مثال

ab = 2 و b = 0.2 →  
2

0.2
= 10 

 

 

2)نمایش نمودار حاصل تقسیم   7شکل  

0.2
= 10   ) 

کند   و وز یک ک، ن آن ره صه، فسداس خاسج ق د. افزایش پیدا فی (b) علیهطدس که واضح ا . را کم ک، ن فسداس فس د  هدان

سا  قیسا  صه،  b حال اگ، .شد علیه ریشا، فی هندا فسداس خاسج ق د. ا . را کم ک، ن فس د  که وشان a خط س واقع طدل پاسا

که  س  وجد  وداس   ها  ای جز س م فدازی فحدس ع،ض ر،ای س م وت،  و  که ق،اس ا . فدازی را وت، اول س م شد  چاسا ا ا شد   ق،اس  

که ره عندان حاصل تس یم    فدجد  وی .کند رنار،این خاسج ق دای هم  ای قطع ودیها سا  س هیچ وسطهاین صدست چدن فحدس ع،ض 

 هد که هیچ پا خی ر،ای تس یم عد  ر، صه، سا وشان فی 8شداسا شکل د   ششناخاه فی این تس یم تتم،یف وشدا و  شد فم،فی 

 .شد آن یاف. ودی



 1404پاییز و زمستان ، سیزدهم، سال 26، شماره درسی ۀنظریه و عمل در برنام ۀدو فصلنام 100 

 

 

 : تقسیم عدد بر صفر 8شکل  

آفدزان ره  س ای ره آفدزان ره این واپدید شدن واکنش وشان  هند؟ یک احادال این ا . که  اوشچگدوه فدکن ا .  اوش

ها  گی،ی وار اه ره چگدوگی ر،خدس  آن ا .  چنین وایجه   علیه صه، راشد  تس یم تتم،یف وشدا یجه ر، ند که وقای فس د این وا

چنین تحلیل کنند که  لیل واپدید شدن قطمه خاسج ق د. ره  لیل فدازی شدن خط تداوند اینا .  هدچنین فی  پدیارا ودد اس  

آفدزان راداوند وایجه رگی،ود  ت،ی   . پیدا وکنند  احادال  یگ، این ا . که  اوشوایجه فطلدب ا . و ره   y علیه را فحدسفس د  

کنند  احادال  د  هم این  ووای.  س صدستی که  س یک صهحه فحاط شدود یکدیگ، سا قطع فی س ری y علیه و فحدسکه خط فس د 

 .مجب کنند و واداوند تدضیح  هند که کجا سفاه ا .آفدزان از واپدید شدن واگواوی رخش خاسج ق د. ت اوشکه ا . 

 روش  

  آزفدن پیش  صدستره  پژوهش  ط،    ا .  تج،ری  ویدهودع    از  ها  ا ا  گ، آوسی  وحدا  وظ،  از  و  کاسر، ی  هدف   وظ،  از  حاض،  پژوهش

 ر،س ی   صه،  ر،  تس یم  فهود    س    س  پدیا  ودد اسهای  ر،  فوانی  آفدزشی  فداخله  تأثی،  تا  ا .  شدا  اوجا   گ،وهیتک   آزفدنپ   –

  تصا فی  صدستره  وه،  ۷0  ها  آن  فیان  از   رد   شازود   شو، اان   و   فاد طه  ی وسا  آفدزان اوش  تدافی  شافل  آفاسی  یجافمه   شد 

   گ، ید تمیین وه، 62 وددوه ووایی  حجم واقص   هایوافهپا خ  حذف  از پ   شدود اواخاب  ا ا

  آزفدنپیش)  ودر.   و    س  که  رد   عد ی  تس یم  را  ف،توط  یف ئله   چند  شافل  عدلک، ی  یوافهپ، ش  ها  ا ا  گ، آوسی  اصلی  ارزاس

 فدس   فحادایی  رازوگ،ی  و   ازیردفی  از  پ    و  ط،احی(  1998)  رال  پژوهش  ارزاس  ا اس  ر،  وافهپ، ش  این   شد  اج،ا(  آزفدنپ   و

  اصلاحات  و   گ،ف.  ق،اس  سیاضی  آفدزش   یحدزا   ا اتید  از  وه،   ه  اخایاس    س  وافهپ، ش  فحادا   سوایی  تمیین  ر،ای   گ،ف.  ق،اس  ا اها ا

  هد اوی  ی هنداوشان  که  گ،ف.  ق،اس  تأیید  فدس (  α = 0.78)  ک،ووواخ  آلهای  ض،یب  از  ا اها ا  را  ارزاس  پایایی  هدچنین   شد  اوجا   ًز 

 ی اولیه   اوش    نجش  ر،ای  آزفدنپیش  وخ .   یف،حله   س   شد  اوجا    1403  ف،وس ین    س   پژوهش حاض،   ا .  ارزاس  فطلدب   سووی

آفدزشی را ودد اسهای پدیا  س و،  افزاس   پ  گ،وا وددوه طی  و جل ه ی    اج،اگ، ید  صه،  ر،  تس یم فهود   یزفینه    س  آفدزان اوش

  ودد اس   سوی ف اسیم وسزی  . ضدن آفدزان اوش آفدزش  این  س   جئدجو،ا کاس ک، ود تا فهود  تس یم ر، صه، سا روا،  س  کنند
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  اج،ا   فجد ا   آزفدنپ   عندانره  آزفدن  هدان   پایان     س    ک، ود   تحلیل  و  فشاهدا  سا  ق د.خاسج  و  علیهفس د    فس د    رین  تغیی،ات

   گ، ید

 مداخله آموزشی

  گ،ف.  ق،اس  آفدزان اوش  اخایاس   صه،  س  ر،  تس یم   واپذی،یتم،یفت  فهود   تویین  ر،ای  پدیا  ودد اس   آزفدن پیش  اج،ای  از  پ 

 ر،ای   پ   شدود آشنا کاس یشیدا را آفدزان اوش تا شد اسائه جئدجو،ا افزاسو،  فحیط ی سراسا کدتاهی تدضیح فمالی.  آغاز از پیش

 خدا اه   کنندگانش،ک.  از   1شد  اوجا  (  ب  و   الف)  آفدز اوش   و  را  ای اخااسیافاهویده  هایفصاحوه  آوان   فهودفی    س   ت،عدیق  ر،س ی

 تدضیح  سا خد  هایا ادًل و کنند تدصیف سا ق د.خاسج و علیهفس د   فس د   رین یسارطه  ودد اس  فخالف وساط  جاییجاره را شد

 رخشی   چهت  وظی،  ت،یتخصصی   ؤاًت  ره  تدسیج ره  و   شد  آغاز   کنید  تدصیف  سا  رینیدفی  آوچهت  فاوند  کلی   ؤاًت  از  ها پ، ش     هند
  ره   گ، ید   فناوی    ک، ؟  ریان  آری   و  زس   وساط  ر،ح ب  سا   وز  وسطه  فدقمی.  تدانفی  چگدوهت  و   ؟ا .  جاییجاره  قارل  ودد اس  از

 ر،س ی  سا  سوگی   های خطپاسا  رین  سوارط  شد  خدا اه  آوان  از  رلکه  ا .   تس یم  ره  ف،ردط  ودد اس  که  وشد  گهاه  ف اسیدا   کنندگانش،ک.

 آفدز اوش   و   ه،   شد    وز یک  صه،  ره (  علیهفس د )  زس   یوسطه  که  زفاوی   فصاحوه   کلیدی  رخش    س    کنند  آزفایش   سا  خد   های ف،ضیه  و

  گی،   فی  ق،اس  صه،  سوی  زس   یوسطه  وقای : ت اش.  اظواس   الفت  آفدز اوش   شدود(  ق د.خاسج)   وز  خطپاسا  شدن  واپدید   فادجه
  شد   ودی   یدا  وز خطپاسا: تک،  تأیید  ویز  بت آفدز اوش   وداس  وجد  جداری صه، ر،  تس یم  س یمنی   شد ؛فی واپدید   وز سوگ
    ا  اوجا  سا عدل این تدانودی پ 

  شود ی   صدستره   سا   صه،  ر،  تس یم  واپذی،یتم،یفت  فهود   ودد اس   رص،ی  یتج،ره  را   آفدز اوش   و  ه،  که    ا    وشان  فشاهدات  این

  y  فحدس  فدازی  و   عدد ی  خطی  فودأ     س  زس   یوسطه   ا ن  ق،اس  هنگا    س   که   ا ود   تدضیح  کنندگانش،ک.  ا افه    س   ک، ود    س 

  ودد اس   را  آوان  پدیای  تمافل  فجددع    س    او اند   ق د.خاسج  وجد   عد ت  از  ایوشاوه  سا  آن  وداس ؛  تلاقی  فحدس  را   که  شد فی  ظاه،

   ا . واپذی،تم،یف صه، ر، تس یم که ر، ند س دی  سیاضی یوایجه هدان ره تج،ری و رص،ی  ا ادًلی را  تا شد فدجب

 هاکدگذاری داده

وا س ای و را تدجه ره سویک،  فدس  آزفدن ر، ا اس  س ای یا  آزفدن و پ آفدزان ره ف ئله فط،  شدا  س پیشهای  اوشپا خ

آن طوسه ا اها ا  ف ئله   حل  ر،ای  ا .ها  شدا  ا اها ا  پژوهش  این  کدگذاسی  س  ط،   شدود   و  صحیح  حلساا  .رندی  های 

 :رندی شدود   س  ه   اه طوسه (2009) 2رد ادن و  ( و ا دی.2009آفدزان ر، ا اس فطالمات  ان و ک، پد ) اوش

 کاسگی،ی رازودایی تصدی،یره •

 های عینی کاسگی،ی ا ادًلره •

 های س دیکاسگی،ی ا ادًلره •

 
کنندگان با نمودار از طریق ضبط صفحه ثبت شد و صداهای ضبط شده در هر مصاحبه  صورت صوتی ضبط شد و چگونگی مواجهه شرکتها بهمصاحبه 1

 د.صورت کتبی نوشته ش به

2Sith & Boston 
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آفدزان  س های سایج  اوش س سارطه را ردفودی (2011) 1و چاکی،وغلد آفدزان ر، ا اس فطالمات ای یک الهای غلط  اوشحل ساا

 :رندی شدودفدس  عدلیات تس یم ره چواس   اه طوسه 

 2اشاواهات فوانی ر، الگدسیام  •

 3اشاواهات فوانی ر، شود   •

 4 س  وا س . از ودا گذاسی ک ،  س تس یم •

  س  وا س . ف ائل  •

 آزفدنآزفدن و پ های صحیح و غلط  س پیشپا خ  و  سصد  : تدزیع ف،اواوی1جدول 

ف،اواوی  س پیش   کد 

 آزفدن 

 سصد  س پیش  

 آزفدن 

ف،اواوی  س پ   

 آزفدن 

     سصد  س پ 

 آزفدن 

پا خ صحیح فوانی ر،  

 رازودایی تصدی،ی

0 0% 45 72.6% 

پا خ صحیح فوانی ر،  

 ا ادًل عینی 

9 14.5% 8 12.9% 

پا خ صحیح فوانی ر،  

 ا ادًل س دی

18 29% 0 0% 

 %85/5 53 %43.5 2۷ فجددع 

 %0 0 %6.5 4 اشاواهات فوانی ر، الگدسیام 

 %6.5 4 %3.2 2 اشاواهات فوانی ر، شود  

 س  وا س . از ودا گذاسی 

 ک ،  س تس یم

13 21% 0 0% 

 %8 5 %14.5 9  س  وا س . ف ائل 

 %14.5 9 %28 28 فجددع 

 

 

 

 
1 Işıksal & Çakıroğlu 
2 Algorithmically based mistakes 
3 Intuitively based mistakes 
4 Mistakes based on formal knowledge of fraction operations 
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 ها تحلیل یافته

 ر،   تس یمت  فهود   از  آفدزان اوش   س   ر،  جئدجو،ا  پدیای  ودد اس   ر،  فوانی  آفدزشی  فداخله  تأثی،  ر،س ی  ر،ای  پژوهش   این   س

 ره   آفدزان اوش  هایپا خ  از  آفدا  .ره  های ا ا    شد  ا اها ا  آفدزشی  گ،وا  یک  را  آزفدنپ   –  آزفدنپیش  ط،احی  از    صه،

  ا دی.  و(  2009)  ک، پد  و    ان  هایچاسچدب  ا اس  ر،  کاسسفاهره  ا ادًل   ودع  و  هاپا خ   س ای  وظ،  از  ارادا   عدلک، ی   یپ، شنافه

  آفاسی   تحلیل  ر،ای   شد  فحا وه  آزفدنپ   و  آزفدنپیش   س  هاپا خ  ف،اواوی  تدزیع   پ    گ، ید  رندیطوسه (  2008)  تافپ دن  و

  ر،ای رمد  گا   س  گ، ید گزاسش غلط و صحیح هایپا خ  سصد و فمیاس اوح،اف فیاوگین  شافل تدصیهی آفاس وخ .  گا   س ها  ا ا

  فیاوگین   تهاوت   آزفدن  این   شد؛ ا اها ا  1هدو اه  t  آزفدن  از  فداخله   از  پ    و   پیش   آفدزان اوش  عدلک،    س   فمنا اس  تغیی،ات  ر،س ی

   ق،اس  ا  اسزیاری فدس   سا آزفدنپ  و آزفدنپیش ود،ات

  شد فی  وسض  رد ن  و،فال   ف،ض  که   صدستی   س   شد   ر،س ی  ویلک–شاپی،و  آزفدن  را   ها  ا ا  رد ن  و،فال  ف،ض  آزفدن   اوجا    از  پیش

 خالص   ر،س ی  و  آزفدنپیش  اث،   کنا،ل  فنظدسره   گ، ید؛ هدچنین  ا اها ا  ف،حله   و  فسای ه  ر،ای  2ویلکاک دن   واپاسافا،یک  آزفدن  از

  کدواسیاو.  عندانره   آزفدنپیش  ود،ا   وار اه   فاغی،  عندانره  آزفدنپ   ود،ا   آن   س   که  شد   ا اها ا  3کدواسیاو    تحلیل  از   فداخله   اث،

  کیهی  هایپا خ  کدی   هایتحلیل  ر،  افزون  .گ، ید  فدل  واس   ف اسل  فاغی،  عندانره(  پدیا  ودد اس  ر،   فوانی  یا   نای)  آفدزش  ودع  و

  ره   و و.  آوان  ذهنی  رازودایی  و  ا ادًل  ودع   س  تغیی،  تا   شدود  ر،س ی  ا اس،ایی  فحادای  تحلیل  سوش  را   هافصاحوه    س  آفدزان اوش

  تا   شدود  تحلیل  فهودفی  هایفسدله  قالب   س  و  کدگذاسی   ازی پیا ا  از  پ    کیهی   های ا ا   گ،    تویین  صه،  ر،  تس یم  فهود 

  و   آزفدنپیش  ف،احل   س  غلط  و  صحیح  هایپا خ   سصد  ارادا   س  ها ا ا  کدی  تحلیل  ر،ای   شدود  ته ی،  و  تکدیل  آفاسی  هاییافاه

 آفدزشی   فداخله  اج،ای  از  پ   آفدزان اوش  صحیح  هایپا خ  ف،اواوی  که   هدفی  وشان(  1)  جدول  واایج   گ، ید  فحا وه  آزفدنپ 

 ( آزفدنپ    س صحیح پا خ 53 ره آزفدنپیش  س صحیح پا خ 2۷ از) ا .  اشاه چشدگی،ی افزایش

 از  س  فهود  تس یم عد  ر، صه، آزفدنآزفدن و پ پیش واایج آفاسی: 2جدول 

شاخص 

 آفاسی

اوح،اف  ( Mفیاوگین)

 (SDفمیاس)

T (61) p Cohen’s d  وایجه 

 - - - - 18/0 44/0 پیش آزفدن

> ۷2/8 14/0 85/0 پ  آزفدن تهاوت   11/1 001/0

 فمنا اس

 t(61))  رد   آزفدنپیش  از  ریشا،  فمنا اسی  طدسره  آزفدنپ    س  آفدزان اوش  ود،ات  فیاوگین    ا    وشان  هدو اه  t  آزفدن  واایج

= 8.72, p < 0.001   )فسداس  Cohen’s d = 1.11  ،ا اس   ر،   پدیا .  ودد اس  ر،  فوانی  آفدزشی  فداخله  قارل تدجه  اث،   ریاوگ 

  تحلیل   واایج  هدچنین  رد   فنا ب  t  آزفدن  از  ا اها ا  و  شد  تأیید  ها  ا ا  رد ن  و،فال  ف،ض   (p = 0.21)  ویلک–شاپی،و  آزفدن

  و   رین  آزفدنپ   ود،ات  فیاوگین  تهاوت  آن   اث،  حذف  از  پ   که   ا   وشان  آزفدنپیش   اث،  کنا،ل  ر،ای(  ANCOVA)  کدواسیاو 

 
1 Paired Samples t-test 
2 Wilcoxon signed-rank test 
3 ANCOVA 
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  واایج   این  (  F(1,59) = 14.36, p < 0.001, η² = 0.20)   فاود  راقی   فمنا اس  هدچنان(  پدیا  ودد اس  ر،  فوانی  و   نای)  گ،وا

   ا . صه، ر، تس یم از آفدزان اوش  فهودفی  س  افزایش  س پدیا ودد اس ر، فوانی آفدزش سوش تدجه قارل  وم  ی هنداوشان

  گیرینتیجه  و  بحث

 

 آفدزان  اوش  فهودفی   س   ر،  چشدگی،ی  تأثی، جئدجو،ا فحیط   س  پدیا  ودد اسهای  از  ا اها ا  که   ا   وشان  حاض،  پژوهش  واایج

  آزفدن پیش   س   سصد  5 43  از  آفدزان اوش  صحیح  هایپا خ  فیاوگین  آفدزشی   فداخله  اج،ای  از  پ     اس    صه،   ر،  تس یمت  فهود   از

  ی  هنداوشان (Cohen’s d = 1.11) رزسگ  اث،  اودازا  را  هد،اا   سصدی  42  روود   این   یاف.  افزایش  آزفدنپ    س   سصد  5 85  ره

>pا .) فداخله فمنا اس و تدجهقارل تأثی،  اوازاعی  طح از آفدزان اوش ا ادًل ودع که شد فشاهدا ویز کیهی فنظ، (  از0/001

 ودد اس   از  خد   رص،ی  یتج،ره  ر،  تکیه   را   شدا  حهظ  قداوین  تک،اس  جایره  ها آن   یاف.  تغیی،  تصدی،ی  و  شود ی  هایا ادًل  ره  س دی  و

(   1990های رال)پژوهش  را  سا ااهم  یافاه  این    هند  تدضیح  و   س   فهودفی  صدستره   سا   صه،  ر،  تس یم  واپذی،یتم،یفت  تداو اند  پدیا

  ردفودی  ره  فنج،  عینی  یتج،ره   ردون  اوازاعی   فهاهیم  یا گی،ی  اود ا ا  وشان  که  ( ا .2006( و ک، پد و ویکدل)2000ت افی، و شه،)

  وز یک   زفان   س  ق د.خاسج  خطپاسا  شدن  واپدید   یفشاهدا  هنگا   آفدزان اوش  پژوهش   این   س  .شد فی  یا گی،ودگان    س  پایداس

  و  عینی  های ا ادًل فیان  پلی   تج،ره  این  آوس ود   .ره  ق د.خاسج وجد  عد  ت از فلددس ایتج،ره صه،  ره علیهفس د  شدن

  شد  فدجب  پدیا   ودد اس  را   فمال  تمافل   واقع     س   آوس   ف،اهم   سیاضی  فهاهیم   و   شود ی   س    فیان  فمنا اس  استواطی   و  ک،   ایجا   س دی

  فااآوالیزهای   واایج  را   پژوهش   این  هاییافاه  .شد   تودیل   فاودگاس  و  فهودفی    سکی  ره  قاودن  ر،  فوانی  و   طحی  حال.  از  یا گی،ی

  ا ا   وشان  آفدز اوش   2000  از  ریش  را  فطالمه  29  تحلیل   ا .  هد د   ویز  سیاضی  آفدزش   س جئدجو،ا  اث،رخشی  ی سراسا  شدااوجا 

  11 1  اث،  اودازا  حاض،   پژوهش   س(   قدی  اث،ی)  ا .  96 0  را  ر،ار،  سیاضی  هایتداوایی  ر، از جئدجو،ا  ا اها ا  کلی  اث،  اودازا  که  ا .

  این  واایج  وظ،ی   فنظ،  از  .ا .  رد ا   تمافلی  و  پدیا   هایرازودایی  از  ا اها ا   و  صه،  ر،  تس یم  یپیچیدا  فهود   ر،  ویژا  تد،کز  از  واشی

  ف،آیند  این   س  یا گی،ی    اس   خداوی هم  ر،وو،  یچندگاوه  هایرازودایی  یوظ،یه  و(  ویگدت کی  پیاژا )  گ،ایی اخ.  فواوی  را  تحسیق

 تهک،  و  تج،ره  فیان  پدشاویهم  این   شدود   سگی،  ودا ین  و  تصدی،ی  عدلی    طد    س  آفدزان اوش  و   رد   چندوجوی  و  اکاشافی   فمال  

  این   کاسر، ی    وظ،  از  .کندفی  یا     واقمی  یا گی،ی   س  شود   ض،وستت  عندانره  آن  از1( 198۷) فیشوین که  ا .  چیزی  هدان  اوازاعی 

 سیاضی    شداس  فهاهیم  تدسی   ر،ای  فؤث،ی  ارزاس  تداودفی جدجو،ا فاوند  آفدزشی  هایفناوسی   کاسگی،یره  که   هدفی  وشان  پژوهش

  پایداست،ی  و   ت،عدیق   س    تا   کنند  ا اها ا   پدیا   و   تصدی،ی  های رازودایی  از  س دی    هایا ادًل  کناس   س   فملدان  شد فی  پیشنوا    راشد

 ای ح،فه   یتد مه  هایر،وافه  فملمت،ری.  های اوشگاا  و  پ،وسش  و  آفدزش   وزاست  شد فی  پیشنوا   هدچنین    شد   ایجا   آفدزان اوش   س

 گ،فاه   کاسره  سیاضی   های کلاس   س   فندوظا   طدسره  ارزاسها  این   تا  کنند  ط،احی  فملدان  ره  تمافلی   هایفناوسی  فؤث،  آفدزش  ر،ای  ایویژا

 .شدود

  از زفینه  تداود فی  و  ا .  سیاضی   آفدزش   نای  های شیدا   رازوگ،ی  جو.   س   وظ،ی  و   عدلی  گافی   پژوهش   این  فجددع    س

 .راشد سیاضی  اوازاعی فهاهیم  آفدزش و  فناوسی شود   ا غا  یزفینه  س آیندا  هایپژوهش
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 پیوست ها 

 : مثال های تکمیلی کار با نرم افزار جئوجبرا 1پیوست 

 جئوجبرا: محیط در تقسیم نمودار ایجاد

  کنید  اج،ا  سا جئدجو،ا  افزاسو،  

   ودایید  فمال  سا  فخاصات  فحدسهای

  کنید  س م  x  فحدس  )واحد( سوی  1طدل    ره  خطپاسا   یک

  رگی،ید  وظ،   س(  b)  علیهفس د    عندان  ره  سا  آن  و  ک، ا  ایجا   x  فحدس  سوی  ایوسطه 

  س وظ، رگی،ید  (  ab)  فس د   عندان  ره  سا  آن  و  ک، ا  ایجا   y  فحدس  سوی  ایوسطه 

  کنید  س م  واحد  فثلث  وت،  را  فدازی  خطی  علیهفس د    وسطه  از    فدازی  خطت  ارزاس  از  ا اها ا  را

    هدفی   وشان  سا(  a)  ق د.خاسج   فسداس  y  فحدس  را  خط  این  تساطع  فحل

  کنید  فشاهدا  سا  ق د.خاسج   تغیی،ات   b  ره  ف،ردط  وسطه  جاییجاره   را

 ( و ر، ن آن ره  د. صه، تغیی،ات خاسج ق د.bفسداس فس د  علیه )( و را کم ک، ن  abره عندان فس د  )  8 س فثال زی، را  س وظ، گ،فان عد 

(a : وشان  ا ا فی شد ) 

 

:  9شکل
8

8
= 1 
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:  10شکل
8

6
= 1.3 

 

 

:  11شکل
8

4
= 2 
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:  12شکل
8

3
= 2.6 

 

 

:  13شکل
8

2
= 4 
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:  14شکل
8

1
= 8 

 

 

:  15شکل
8

0.5
= 16 
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:  16شکل
8

0
=  جداب  وداس  

 یمنی خاسج ق د. واپدید شدا و جداری یافاه ودی شد     aگ،فان فس د  علیه سوی عد  صه، فسداس هداوطدس که  یدا فی شد  را ق،اس  

 : پرسشنامه پیش آزمون و پس آزمون 2پیوست 

 پرسشنامه پیش آزمون 

÷ 6آیا عواست   .1  اسای پا خ ا .؟  س صدست فثو. رد ن  فسداس آن سا رندی ید و  س غی، این صدست  لیل خد  سا     0

 تدضیح  هید  

÷ 6تهاوت رین  و عواست   .2 ÷0و  0  سا تدضیح  هید    6

6الف( عواست   .3 ÷ 3 =  سا ره صدست یک سارطه ض،ب رازودی ی کنید   2

6ب( حال اگ، ف،ض کنیم   ÷ 0 = 𝑥  رندی ید    راشد  آن سا ره صدست سارطه ض،ب 

 ج( را تدجه ره سارطه ره   . آفدا  وظ، خد  سا  راسا  س ای یا وا س ای عواست زی، تدضیح  هید:

÷ 6چدن ه، عد ی سا  س صه، ض،ب کنیم حاصل صه، فی شد   پ   "   0 = 0  "  

 رندی ید کم ک،  تا ره صه، ر، یم؟ پا خ خد  سا هد،اا را تدضیح    8چندراس  فی تدان صه، سا از عد    .4

الف( آیا این ف ئله فی تداود ره صدست یک تس یم ودشاه شد ؟ اگ، جداب فثو. ا . آن سا ره صدست عواست تس یم ریان    

 کنید 

 ب( ر، ا اس پا خ خد   تدضیح  هید تس یم ر،صه، تم،یف پذی، ا . یا تم،یف پذی، وی .  

÷ 𝑎اگ،  .5 𝑏 = 𝑐  ره صدست ض،ب راز ودی ی کنید    راشد  سارطه سا 

= 𝑏حال ر،س ی کنید اگ،   چه وایجه ای حاصل فی شد    راشد  0
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 پرسشنامه پس آزمون 

÷ 5آیا عواست   .1 تم،یف شدا ا .؟  س صدست فثو. رد ن  فسداس آن سا رندی ید و  س غی، این صدست  لیل خد  سا     0

 تدضیح  هید  

÷ 7تهاوت رین  و عواست   .2 ÷0و  0  سا تدضیح  هید  پا خ خد  سا هد،اا را ا ادًل ریان کنید    7

  صه،    س  و  شدا  ت،رزسگ   ق د.خاسج   صه،   ره  آن  شدن  وز یک  و  علیهفس د    فسداس  کاهش  را  که  شد  فشاهدا  پدیا   س ودد اس .3

   شد فی   واپدید

   هید  تدضیح  سا  واپدید شدن  این(  الف

   کنید  ریان  سا  خد    لیل  ؟ پا خ  وجد   عد ت  یا  ا .   پا خ  رد ن  ووای.ریت  فمنای  ره  شدن  واپدید  این  آیا(  ب

الف(حاصل عواست   .4
1

𝑥
 ره صه، وز یک فی شد  ره چه صدست تغیی، فی کند؟   xسا هنگافی که فسداس    

  قیسا ر،ار، صه، شد  حاصل این عواست فسداس فشخصی ا .؟چ،ا؟   xب( تدضیح  هید  زفاوی که  

 ف، ی ا عا فی کند: .5

 "صه، یمنی هیچ  پ  تس یم ر، صه، هم راید صه، شد    چدن"

 این ا ادًل سا وسد کنید  

 دهینمره  شیوه

 (  10:  آزفدن  ه،  ود،ا  حداکث،)  ود،ا  2  تا  0  از   ؤال  ه،
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